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Kurzfassung
Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Finite-Element-Modellierung von drei-
dimensionalen piezoelektrischen Stabstrukturen. Hierbei werden sowohl geome-
trisch als auch materiell bedingte Nichtlinearita¨ten beru¨cksichtigt und eine er-
weiterte Beschreibung des Querschnitts eingefu¨hrt.
Die Stabformulierung basiert auf den Annahmen der Kinematik nach Timo-
shenko, die durch drei zusa¨tzliche Verwo¨lbungsanteile des Querschnitts infol-
ge Torsion, Querkraft und piezoelektrisch induzierter Schubdeformation erga¨nzt
wird. Durch die Beschreibung endlicher Rotationen ko¨nnen neben Stabilita¨tsun-
tersuchungen auch Probleme behandelt werden, bei denen große Deformationen
oder Starrko¨rperbewegungen auftreten. Zur Erfassung der elektromechanischen
Koppeleffekte werden die neun mechanischen Freiheitsgrade um fu¨nf elektrische
Freiheitsgrade erweitert. Dies ermo¨glicht eine hinreichend genaue Approximation
des elektrischen Potentials sowohl in der Querschnittsebene als auch in Richtung
der Stabachse.
Die Bestimmung der Wo¨lbfunktionen erfolgt durch die na¨herungsweise Lo¨sung
der Gleichgewichtsbedingung in der Querschnittsebene mit der Methode der Fini-
ten Elemente. Zu diesem Zweck wird der Querschnitt entsprechend diskretisiert.
Dieses Vorgehen erlaubt die Definition von beliebigen Querschnittsgeometrien,
sowie die Beru¨cksichtigung unterschiedlicher Materialien. Somit ist es mo¨glich,
geschichtete Stabstrukturen zu modellieren, die beim Einsatz von piezoelektri-
schen Werkstoffen sehr ha¨ufig vorzufinden sind. Die auf diese Weise bestimmten
Wo¨lbfunktionen werden an diskreten Stellen ausgewertet und in der Stabformu-
lierung bei der Integration des Querschnitts beru¨cksichtigt.
Zur Erfassung der in dieser Arbeit betrachteten nichtlinearen Materialeigen-
schaften wird das skalare Preisach-Modell verwendet. Hierbei handelt es sich um
ein mathematisches Modell zur allgemeinen Beschreibung von Hysterese-Pha¨no-
menen. Aus der Anwendung auf piezoelektrische Werkstoffe resultiert hieraus ein
Verfahren zur pha¨nomenologischen Beschreibung von ferroelektrischen Hysterese-
Effekten. Durch die Vorgabe, dass die irreversible Polarisation parallel zum elek-
trischen Feldvektor orientiert ist, folgt daraus eine uniaxiale, dreidimensionale
Formulierung des nichtlinearen Materialmodells.
Abstract
Within this thesis a finite element formulation for the efficient computation of
three-dimensional piezoelectric beam structures is introduced. It considers geo-
metrically and material nonlinear effects, as well as an extended description of
the cross section of the beam structure.
Based on the Timoshenko kinematics an eccentric beam formulation is derived
which is extended by three additional warping functions of the cross section due
to torsion, shear forces and piezoelectrically induced shear deformations. By the
consideration of finite rotations, the presented beam formulation is suited to ana-
lyze stability problems, large deformations and rigid body motions. To account
for the electromechanical coupling effects, the nine mechanical degrees of freedom
are extended by five electrical ones. This provides a sufficiently accurate appro-
ximation of the electric potential which is assumed to be linear in the direction
of the beam axis and quadratic within the cross section.
The warping functions are computed by solving a two-dimensional in-plane equi-
librium condition approximately. For this purpose, the cross section of the beam
is modeled using the finite element method. Thus it is also possible to define
arbitrary shapes and consider different materials within the cross section. Fur-
thermore, this method allows to model layered beam structures which are typical
for piezoelectric applications. The resulting warping functions and the discretized
shape are considered in the beam formulation within the integration of the cross
section.
To account for the material nonlinearities which arise in ferroelectric materials at
high electric fields, the scalar Preisach model is used. This is a pure mathemati-
cal model for the general description of hysteresis phenomena. Its application to
piezoelectric materials leads to a phenomenological model for ferroelectric hys-
teresis effects. From the constraint that the irreversible polarization is assumed
to be parallel to the electric field vector follows an uniaxial, three-dimensional
formulation of the constitutive model.
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11 Einleitung
Die sta¨ndig wachsenden Anforderungen bei der Entwicklung neuer Produkte
erfordern in stark technologisch orientierten Branchen wie z.B. im Automobil-
und Maschinenbau, in der Luft- und Raumfahrt oder in der Medizintechnik leis-
tungsfa¨hige und fu¨r die jeweilige Anwendung optimierte Werkstoffe. Hierbei er-
fahren sogenannte intelligente Materialien die auch unter der Bezeichnung smart
materials bekannt sind, eine zunehmende Bedeutung. Nach Smith [145] sind dar-
unter Werkstoffe zu verstehen, welche die Fa¨higkeit besitzen, elektrische, magneti-
sche oder thermische Energie in mechanische Energie umzuwandeln. In Abha¨ngig-
keit von der Richtung, in der diese Energieumwandlung stattfindet, ko¨nnen solche
Materialien sowohl Aktor- als auch Sensorfunktionen u¨bernehmen, und bieten auf
diese Weise neue Mo¨glichkeiten in der Entwicklung und Optimierung von tech-
nologisch hochwertigen Anwendungen.
Als smart materials gelten unter anderem piezoelektrische, elektro- und magneto-
striktive Materialien, elektro- und magnetorheologische Flu¨ssigkeiten und Form-
geda¨chtnislegierungen. Dabei werden jeweils unterschiedliche physikalische Effek-
te ausgenutzt, siehe z.B. Smith [145] oder Tani et al. [155].
Werden solche intelligenten Materialien in Form von Aktoren und Sensoren zu-
sammen mit einer elektrischen Steuerung in eine passive Tragstruktur integriert,
so entsteht eine adaptive Struktur. Im englischen Sprachraum ist in diesem Fall
die Bezeichnung smart structures bzw. smart material systems u¨blich. Mit Hilfe
von adaptiven Strukturen ko¨nnen neue Produkte dahingehend optimiert werden,
dass sie leichter, pra¨ziser, leistungsfa¨higer und weniger komplex sind. Weiterhin
ko¨nnen intelligente Strukturen ihr Verhalten selbststeuernd und in kurzer Zeit an
wechselnde Betriebs- und Umweltbedingungen anpassen [36, 81].
Die Betrachtung von intelligenten Materialien, die in solchen smart structures
zum Einsatz kommen, beschra¨nkt sich in dieser Arbeit ausschließlich auf piezo-
elektrische Werkstoffe. Sie besitzen die Eigenschaft, elektrische in mechanische
Energie zu transformieren, und umgekehrt.
Beim Einsatz als Aktor wird das piezoelektrische Material durch das Anlegen
einer elektrischen Spannung gezielt deformiert, wodurch sich bewegliche Bauteile
wie z.B. Stellglieder und Ventile [25, 81, 122] oder aktive Da¨mpfungen zur Vibra-
tionskontrolle [121, 152, 154] realisieren lassen. Die kompakte Bauweise, die effi-
ziente Energieausnutzung, die Reaktionsschnelligkeit sowie die pra¨zise Steuerung
machen piezoelektrische Aktoren hierbei fu¨r sehr unterschiedliche Anwendungen
attraktiv [122].
Im Sensorbetrieb entstehen durch die Deformation des Materials elektrische Span-
nungen, deren Auswertung Informationen u¨ber den Zustand der Struktur liefern,
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und damit die Bestimmung von mechanischen Gro¨ßen, wie z.B. Verschiebun-
gen, Dehnungen oder Beschleunigungen ermo¨glichen. In Abha¨ngigkeit von der
Ausfu¨hrung des Sensors kann ein sehr großer Messbereich abgedeckt werden, z.B.
lassen sich Kra¨fte in einer Gro¨ßenordnung von Millinewton bis Kilonewton mes-
sen, Verschiebungen ko¨nnen mit einer Genauigkeit von bis zu einem Mikrometer
erfasst werden [161].
1.1 Motivation und Problemstellung
In der Entwicklungsphase und bei der Optimierung von piezoelektrischen Akto-
ren und Sensoren sind numerische Modelle ein effizientes Werkzeug, um Zeit und
Kosten einzusparen. Hierbei hat sich die Methode der finiten Elemente (FEM)
als ein geeignetes Verfahren etabliert. Trotz der zunehmenden Leistungsfa¨higkeit
moderner Computersysteme ist sowohl bei der Modellierung als auch bei der Be-
rechnung einer Struktur ein effizientes Vorgehen von wirtschaftlichem Interesse.
Hierbei muss abgewa¨gt werden zwischen der beno¨tigten Genauigkeit der Ergeb-
nisse und den spezifischen Eigenschaften der Struktur, wie z.B. die Geometrie, das
physikalische Verhalten oder die einwirkende Beanspruchung. Zur Lo¨sung dieses
Problems kommen bei der numerischen Modellbildung sogenannte Strukturele-
mente zum Einsatz.
Die Entwicklung von piezoelektrischen Strukturelementen hat vor etwa zwei Jahr-
zehnten eingesetzt. Die Modellierung von du¨nnen, fla¨chenhaften Strukturen er-
folgt je nach Anforderung mit Platten- oder Schalenelementen [10, 90, 97, 153,
154], die an dieser Stelle jedoch nicht weiter diskutiert werden. Der Fokus dieser
Arbeit liegt in der effizienten Modellierung von piezoelektrischen Stabstrukturen
mit Hilfe einer entsprechenden Stabformulierung. Zwei typische Anwendungen
sind in Abbildung 1.1 dargestellt.
Bei der genaueren Untersuchung der existierenden Formulierungen fu¨r piezoelek-
trische Stabstrukturen ist festzustellen, dass die aus der Finite-Element-Methode
Abb. 1.1: Typische Stabstrukturen mit piezoelektrischen Komponenten. Shear-
Actuator [12] (links) und Beschleunigungssensoren [45] (rechts).
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bekannten Mo¨glichkeiten bei weitem noch nicht ausgescho¨pft sind. Vor allem ak-
tuellere Entwicklungen bei piezoelektrischen Aktoren [12, 125] erfordern eine er-
weiterte Formulierung, um ein Werkzeug bereitzustellen, das flexibel einsetzbar
ist und gleichzeitig einen mo¨glichst geringen numerischen Aufwand erfordert. In
diesem Zusammenhang sind vor allem die vier folgenden Gesichtspunkte zu nen-
nen, die im Rahmen einer piezoelektrischen Stabformulierung bisher unzureichend
behandelt wurden:
• dreidimensionale Formulierung der Stabkinematik,
• Beru¨cksichtigung geometrischer Nichtlinearita¨ten,
• nichtlineares Stoffgesetz,
• Erfassung beliebiger Querschnittsgeometrien sowie Beru¨cksichtigung von
unterschiedlichen Materialien.
Eine detaillierte Diskussion der hier aufgefu¨hrten Aspekte erfolgt im na¨chsten
Abschnitt.
1.2 Stand der Forschung
Die ersten Arbeiten in denen piezoelektrische Finite-Element-Formulierungen be-
handelt werden, gehen auf den Anfang der achtziger Jahre zuru¨ck, siehe z.B. Al-
lik & Hughes [5] oder Allik et al. [6]. Eine U¨bersicht u¨ber die sich anschließen-
de Entwicklung verschiedener Finite-Element-Formulierungen fu¨r piezoelektrische
Strukturen ist bei Benjeddou [18] ausfu¨hrlich dargestellt.
Analytische Modelle
Fu¨r die Untersuchung von piezoelektrischen Stabstrukturen sind in der Literatur
ha¨ufig analytische Lo¨sungen angegeben, siehe z.B. [40, 103, 140, 146, 169, 176].
Dies geht in der Regel mit starken Vereinfachungen der zugrunde liegenden An-
nahmen einher, wie z.B. mit der Reduktion auf ein zweidimensionales Problem, ei-
ne vorgegebene Querschnittsgeometrie oder ein vereinfachtes Stoffgesetz mit fest-
gelegter Polarisationsrichtung des piezoelektrischen Materials. Dementsprechend
ist der Anwendungsbereich in dem solche Modelle eingesetzt werden ko¨nnen ledig-
lich fu¨r sehr einfache Spezialfa¨lle gerechtfertigt. Komplexere Probleme bei denen
u.a. materielle oder geometrische Nichtlinearita¨ten beru¨cksichtigt werden mu¨ssen,
sind damit nur unter sehr großem Aufwand, oder nur unzureichend zu erfassen.
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Ra¨umliche piezoelektrische Stabformulierung
Fu¨r die Modellierung von klassischen Biegeaktoren reicht eine zweidimensionale
Stabformulierung in der Regel aus. Werden jedoch Werkstoffe mit anisotropen
Materialeigenschaften verwendet, so ist auch bei diesen Strukturen sorgfa¨ltig zu
pru¨fen, ob eine zweidimensionale Betrachtung ausreichend ist, siehe hierzu auch
Beispiel 7.3.
Moderne Aktoren besitzen ha¨ufig einen deutlich komplexeren Aufbau, wie z.B.
die Helical Spring, die aus einem spiralfo¨rmig gewundenen Streifen aus piezoelek-
trischem Material besteht [125, 126]. Zur numerischen Behandlung von solchen
Strukturen ist eine dreidimensionale Betrachtung unerla¨sslich.
Anwendungen, bei denen Torsionsbeanspruchungen auftreten, sind ebenfalls nur
mit einer dreidimensionalen Modellierung der Struktur zu erfassen. Dies gilt vor-
wiegend fu¨r Aktor-Anwendungen, bei denen durch ein elektrisches Feld eine Ver-
drehung des Stabes erreicht wird [19].
In der Literatur befassen sich nur wenige Arbeiten mit dreidimensionalen Formu-
lierungen fu¨r piezoelektrische Stabstrukturen. Jiao & Zhang [82] untersuchen
einen spiralfo¨rmigen Aktor mit Hilfe eines vereinfachten, analytischen Modells. Ei-
ne Formulierung mit reduzierter Kinematik wird von Aldraihem undWether-
hold [4] benutzt, die damit die Koppelung zwischen Torsion und Biegung um
eine Stabachse untersuchen. In der Arbeit von Ganapathi et al. [56] wird eine
dreidimensionale Stabformulierung vorgestellt, die Torsionsprobleme einschließ-
lich Querschnittsverwo¨lbung beru¨cksichtigt, die jedoch auf rechteckfo¨rmige Quer-
schnitte beschra¨nkt ist.
Geometrische Nichtlinearita¨ten
Der Einfluss geometrischer Nichtlinearita¨ten wird bei piezoelektrischen Stabfor-
mulierungen bisher vorwiegend bei der Untersuchung von Stabilita¨tsproblemen
beru¨cksichtigt. In den Arbeiten von Hu et al. [69] bzw. Mukherjee & Chaud-
huri [118] wird der piezoelektrische Effekt ausgenutzt, um die Knicklast von
stabfo¨rmigen Strukturen zu erho¨hen. Fu¨r die dabei angenommenen, einfachen
Geometrien werden geschlossene Lo¨sungen angegeben.
Neben der Erfassung von Stabilita¨tsproblemen mu¨ssen die geometrischen Nicht-
linearita¨ten auch bei großen Deformationen beru¨cksichtigt werden. Mukherjee
& Chaudhuri [119] stellen eine zweidimensionale Finite-Element-Formulierung
mit moderaten Rotationen vor und untersuchen den Einfluss der geometrischen
Nichtlinearita¨ten auf die elektrischen Feldgro¨ßen. Chro´s´cielewski et al. [37]
verwenden ein geometrisch nichtlineares 2D-Bernoulli-Stabelement zur Untersu-
chung von dynamischen Problemen.
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Stabformulierungen, die das Auftreten von Starrko¨rper-Rotationen beru¨cksichti-
gen, ko¨nnen z.B. bei der Untersuchung von Helikopter-Rotorbla¨ttern [26] oder
bei Gyroskopen [84, 174] von Interesse sein.
Nichtlineares Materialverhalten
Aus der fu¨r piezoelektrische Werkstoffe typischen Kristallstruktur resultieren
nichtlineare Materialeigenschaften, die ausgepra¨gte ferroelektrische und ferroelas-
tische Hysterese-Effekte zur Folge haben. Zur Modellierung dieser nichtlinearen
Materialeigenschaften sind in der Literatur einige Vero¨ffentlichungen zu finden,
in denen unterschiedliche Ansa¨tze verfolgt werden.
Mikroskopisch motivierte Modelle werden u.a. bei Chen & Lynch [34], Hwang
et al. [73] oder Huber & Fleck [70] vorgestellt. Hierbei werden die Umklapp-
Prozesse einzelner Kristallko¨rner bei der Modellierung mit in Betracht gezogen.
Zu den pha¨nomenologischen Modellen, die das Material auf makroskopischer Ebe-
ne betrachten, und die auf thermodynamischen Prinzipien basieren, geho¨ren u.
a. die Arbeiten von Bassiouny et al. [14], Kamlah & Tsakmakis [86], Klin-
kel [88], Landis [99] oderMcMeeking& Landis [114]. Eine ausfu¨hrliche U¨ber-
sicht hierzu ist in der Arbeit von Kamlah [85] zu finden.
Einen weiteren Ansatz stellt das Preisach-Modell dar. Hierbei handelt es sich
ebenfalls um ein pha¨nomenologisches Modell, bei dem jedoch keine thermodyna-
mischen Annahmen zugrunde liegen, siehe z.B. Butz & Klinkel [27], Hwang
et al. [74], Pasco & Berry [124] oder Simcovics et al. [143].
In dieser Zusammenfassung wird deutlich, dass einige Modelle existieren, die
zur Modellierung der nichtlinearen Materialeigenschaften von piezoelektrischen
Werkstoffen geeignet sind. Arbeiten, welche die Implementierung nichtlinearer
Stoffgesetze in eine Finite-Element-Formulierung fu¨r Stabstrukturen behandeln,
sind jedoch sehr wenige bekannt. Hier sei auf die Vero¨ffentlichungen von Butz &
Klinkel [27, 28] verwiesen.
Beschreibung des Querschnitts
Die Verwendung von piezoelektrischen Werkstoffen als Aktor oder als Sensor ist
in der Regel an eine passive Tragstruktur gebunden. Bei stabfo¨rmigen Bauteilen
resultiert daraus sehr ha¨ufig ein geschichteter Aufbau in Richtung einer der Quer-
schnittsachsen. Eine genaue Vorhersage u¨ber das Verhalten der Struktur ist nur
dann mo¨glich, wenn die mechanischen und elektrischen Eigenschaften der einzel-
nen Materialschichten bei der Modellbildung hinreichend beru¨cksichtigt werden.
Saravanos & Heyliger [134] klassifizieren die in der Literatur beschriebenen
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Laminat-Theorien anhand der getroffenen Annahmen bezu¨glich der Kinematik
und der Behandlung des elektrischen Potentials. Die einfachsten Modelle betrach-
ten die aus dem piezoelektrischen Effekt resultierenden Dehnungen als zusa¨tzli-
che Dehnungsanteile im Rahmen einer rein mechanischen Formulierung (induced
strain models). Elektrische Freiheitsgrade werden hierbei nicht beru¨cksichtigt.
Verbesserte Formulierungen enthalten das elektrische Potential als zusa¨tzlichen
Freiheitsgrad. Die Kinematik beruht hierbei auf der Annahme, dass sich der ge-
schichtete Querschnitt in gleiche Weise deformiert wie eine einzige, homogene
Materialschicht (single-layer models). Bei den in der Literatur als discrete-layer
oder layerwise piezoelectric laminate theories bekannten Formulierungen beschrei-
ben die Kinematik und das elektrische Potential einen abschnittsweise stetigen
Verlauf in Dickenrichtung. Mit diesem Ansatz ko¨nnen die Effekte, die durch die
Schichtung des Querschnitts entstehen, zwar gut modelliert werden, jedoch steigt
damit auch der numerische Aufwand.
Ein modifiziertes Modell wird z.B. von Chee et al. [33] vorgeschlagen. Hierbei
wird die Kinematik eines single-layer Modells verbessert, indem ein kubischer
Verschiebungsansatz u¨ber die Ho¨he angenommen wird.
1.3 Ziele und inhaltliche Gliederung der Arbeit
Das Ziel dieser Arbeit besteht in der Entwicklung einer leistungsfa¨higen und
effizienten Finite-Element-Formulierung zur Modellierung von piezoelektrischen
Stabstrukturen. Die wesentlichen Gesichtspunkte und neuen Aspekte, die sich aus
dieser Forderung ergeben, und die in dieser Arbeit behandelt werden, lassen sich
wie folgt zusammenfassen:
• Es wird eine dreidimensionale, exzentrische Stabformulierung entwickelt, die
auf den Annahmen der Timoshenko-Stabtheorie basiert, und zusa¨tzlich die
Verwo¨lbung des Querschnitts infolge Torsion, Querkraft bzw. piezoelektri-
scher Schubdeformation beru¨cksichtigt. Durch die Beschreibung von end-
lichen Rotationen des Querschnitts ko¨nnen mit dieser Formulierung Sta-
bilita¨tsprobleme, große Deformationen sowie Starrko¨rperbewegungen be-
trachtet werden.
Zur Erfassung der elektromechanischen Koppeleffekte werden die neun me-
chanischen Freiheitsgrade um fu¨nf elektrische Freiheitsgrade erweitert, die
eine hinreichend genaue Beschreibung des elektrischen Potentials ermo¨gli-
chen. Weiterhin werden die elektrischen Oberfla¨chenladungen als Belas-
tungsgro¨ße in der entwickelten Formulierung mit beru¨cksichtigt.
• Die Beschreibung des Querschnitts erfolgt mit der Methode der Finiten
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Elemente. Damit ko¨nnen Querschnitte mit komplexer Geometrie und mit
unterschiedlichen Materialien in dem numerischen Modell erfasst werden.
Aus der zweidimensionalen Finite-Element-Formulierung des Querschnitts
lassen sich die entsprechenden Wo¨lbfunktionen bestimmen, die in der Stab-
formulierung als zusa¨tzliche Kinematen eingehen. Im Gegensatz zu rein
mechanischen Stabformulierungen tritt hier die piezoelektrisch induzierte
Schubdeformation als zusa¨tzlicher Verwo¨lbungslastfall auf.
Die Beru¨cksichtigung von Wo¨lbfunktionen als zusa¨tzliche kinematische
Gro¨ße stellt bei der Modellierung von geschichteten Strukturen eine Alter-
native dar zu den in diesem Fall ha¨ufig eingesetzten discrete layer models,
siehe Abschnitt 1.2.
• Das in der Stabformulierung implementierte Stoffgesetz resultiert aus der
Kondensation der Materialtensoren eines piezoelektrischen Kontinuums.
Hierbei wird im Rahmen der Stabtheorie die Annahme eines ebenen Span-
nungszustandes vorausgesetzt. Die Polarisationsrichtung des piezoelektri-
schen Materials kann beliebig orientiert sein.
• Materielle Nichtlinearita¨ten werden mit dem skalaren Preisach-Modell ab-
gebildet. Aus diesem Modell resultiert ein Parameter zur Beschreibung der
nichtlinearen ferroelektrischen Effekte. Dies ermo¨glicht eine uniaxiale, drei-
dimensionale Formulierung der irreversiblen Zustandsgro¨ßen.
Die vorliegende Arbeit ist in folgende Abschnitte gegliedert:
In Kapitel 2 werden die wesentlichen Beziehungen der Kontinuumsmechanik
und der elektrostatischen Feldtheorie zusammengefasst. Sie dienen als Grundlage
fu¨r die weitere Behandlung von elektromechanisch gekoppelten Feldproblemen.
Weiterhin wird in diesem Abschnitt die schwache Form des Gleichgewichts sowie
deren Linearisierung in allgemeiner, stoffunabha¨ngiger Darstellung fu¨r elektrome-
chanisch gekoppelte Probleme entwickelt.
Kapitel 3 behandelt die Materialeigenschaften von piezoelektrischen Keramiken.
Ausgehend von dem Aufbau der Kristallstruktur dieser Werkstoffe werden sowohl
die linearen als auch die nichtlinearen Materialeigenschaften qualitativ anhand
eines eindimensionalen Modells diskutiert.
Weiterhin wird ein lineares Stoffgesetz fu¨r piezoelektrische Kontinua motiviert,
das anschließend auf eine nichtlineare Formulierung erweitert wird.
Kapitel 4 beschreibt das skalare Preisach-Modell, das in dieser Arbeit verwen-
det wird, um die materiellen Nichtlinearita¨ten bei piezoelektrischen Werkstoffen
abzubilden. Hierzu wird das Preisach-Modell und dessen numerische Implementie-
rung zuna¨chst in einer allgemeinen Darstellung vorgestellt. Anschließend erfolgt
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die Spezifizierung der entsprechenden Parameter zur Behandlung piezoelektri-
scher Werkstoffe, sowie die Aufbereitung fu¨r die spa¨tere Implementierung in die
Stabformulierung.
Kapitel 5 behandelt die Beschreibung des Stabquerschnitts. Hierbei wird die
schwache Form des Gleichgewichts fu¨r die Lastfa¨lle Torsion, Querkraft und piezo-
elektrisch induzierte Schubdeformation als zweidimensionales Problem formuliert
und mit Hilfe der Methode der finiten Elemente gelo¨st. Die daraus resultieren-
den Querschnittsverwo¨lbungen werden in der Stabformulierung als zusa¨tzliche
Kinematen beru¨cksichtigt.
In Kapitel 6 wird die piezoelektrische Stabformulierung behandelt. Zuna¨chst
erfolgt die Aufbereitung der schwachen Form des Gleichgewichts sowie deren Li-
nearisierung. Hierbei werden die speziellen Ansa¨tze fu¨r die Kinematik und das
elektrische Potential beru¨cksichtigt, die sich aus der zugrunde liegenden Stabfor-
mulierung ergeben. Zur na¨herungsweisen Lo¨sung der schwachen Form des Gleich-
gewichts wird anschließend eine Finite-Element-Approximation der Stabformulie-
rung entwickelt. Den Abschluss dieses Kapitels bildet die Betrachtung von dyna-
mischen Problemstellung im Rahmen der hier vorgestellten Formulierung.
In Kapitel 7 wird die Leistungsfa¨higkeit der entwickelten Elementformulierung
anhand verschiedener numerische Beispiele untersucht.
In Kapitel 8 sind die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst.
Weiterhin werden in diesem Abschnitt Fragestellungen diskutiert, die im Rahmen
weiterer Forschungsarbeiten untersucht werden ko¨nnten.
92 Grundgleichungen der Elektromechanik
In diesem Kapitel werden zuna¨chst die wesentlichen Beziehungen der Kontinu-
umsmechanik und der elektrostatischen Feldtheorie dargestellt. Sie bilden die
Grundlage fu¨r die Behandlung der elektromechanisch gekoppelten Problemstel-
lungen, die im Rahmen dieser Arbeit betrachtet werden.
Anschließend folgt die Darstellung der Bilanzgleichungen fu¨r elastische Dielek-
trika. Hierbei ist eine Erweiterung der bekannten Erhaltungssa¨tze aus der Kon-
tinuumsmechanik erforderlich, um die auftretenden elektrischen Volumenkra¨fte
entsprechend zu beru¨cksichtigen.
Ausgehend vom Prinzip der virtuellen Arbeit folgt die schwache Form des Gleich-
gewichts fu¨r elektromechanisch gekoppelte Probleme in einer allgemeinen, stoff-
freien Darstellung. Im Hinblick auf die spa¨ter folgende Anwendung der Finite-
Element-Methode wird die Linearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts
zum Abschluss dieses Kapitels behandelt.
2.1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik
In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Beziehungen der Kontinuumsme-
chanik zusammengefasst. Fu¨r eine ausfu¨hrliche Behandlung dieses Themas wird
an dieser Stelle auf die Literatur von Eringen [46], Gurtin [66] oder Trues-
dell & Noll [162] verwiesen.
2.1.1 Geometrie und Deformation
In der Kontinuumsmechanik ist ein Ko¨rper B als eine zusammenha¨ngende Menge
materieller PunkteM definiert. Fu¨r jeden Zeitpunkt t(−∞ < t <∞) nimmt der
Ko¨rper eine bestimmte Konfiguration ein, die durch die Abbildung der materiel-
len Punkte M in den euklidischen Vektorraum bestimmt ist.
Die Abbildung zum Zeitpunkt t = t0 wird als Referenzkonfiguration B0 bezeich-
net, zum Zeitpunkt t > t0 als Momentankonfiguration Bt. Die Position der ma-
teriellen Punkte in der Referenzkonfiguration sind durch die Lagrangeschen bzw.
materiellen Koordinaten X bestimmt, in der Momentankonfiguration durch die
Eulerschen bzw. ra¨umlichen Koordinaten x. Die Differenz x(X, t)−X entspricht
der Verschiebung u eines materiellen Punktes zum Zeitpunkt t. Die stetige und
bijektive Abbildung Φ stellt den funktionalen Zusammenhang zwischen den ma-
teriellen und den ra¨umlichen Koordinaten eines Punktes her
x = Φ(X, t) X = Φ−1(x, t) . (2.1)
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Abb. 2.1: Referenz- und Momentankonfiguration eines beliebigen Ko¨rpers B.
Damit beschreibt die Funktion Φ die Deformation des Ko¨rpers beim U¨bergang
von der Referenz- in die Momentankonfiguration, wie in Abbildung 2.1 dargestellt
ist.
Zur Untersuchung von Deformationsprozessen wird der materielle Deformations-
gradient F definiert
F :=
dx
dX
= Gradx , (2.2)
der als eine lineare Abbildung des differentiellen Linienelements dX auf das
differentielle Linienelement dx interpretiert werden kann
dx = F dX . (2.3)
Um die Bijektivita¨t dieser Abbildung zu gewa¨hrleisten, muss auch die Umkehrung
der Beziehung (2.3) in der Form
dX = F−1 dx (2.4)
existieren. Als Bedingung fu¨r die Existenz des inversen Tensors F −1 und
der Undurchdringbarkeit des Ko¨rpers B wird gefordert, dass die Jacobi-
Funktionaldeterminate J gro¨ßer als Null ist
J := detF > 0 . (2.5)
Die Transformation von Fla¨chenelementen von der Referenz- in die Momentan-
konfiguration erfolgt mit der Nanson-Formel
n d a = detF (F T )−1N dA , (2.6)
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wobei n bzw. N den nach außen gerichteten Normalenvektoren auf die Fla¨chen
d a bzw. dA der Referenz- bzw. Momentankonfiguration entsprechen. Fu¨r die
Transformation von Volumenelementen gilt die Beziehung
d v = detF dV . (2.7)
Als ein weiteres Verzerrungsmaß ist neben dem Deformationsgradienten der
Greensche Verzerrungstensor E definiert
E :=
1
2
(
F T F − 1) . (2.8)
Dieser Tensor besitzt gegenu¨ber dem Deformationsgradienten F den Vorteil, dass
er symmetrisch ist, wa¨hrend im allgemeinen Fall F T 6= F gilt. Weiterhin kann
gezeigt werden, dass E sowohl rotationsinvariant als auch richtungstreu ist.
Mit der Definition des Verschiebungsgradienten H := Gradu und der Verschie-
bung u = x−X la¨sst sich der Greensche Verzerrungstensor in der Form
E =
1
2
(H +HT +HT H) (2.9)
darstellen. Eine verallgemeinerte Definition von Verzerrungsmaßen ist z.B. bei
Ogden [123] angegeben, aus der neben dem Greenschen Verzerrungstensor wei-
tere rotationsinvariante Verzerrungstensoren folgen, die in Rahmen dieser Arbeit
jedoch nicht weiter diskutiert werden.
2.1.2 Mechanische Spannungen
Mit dem Eulerschen Schnittprinzip ko¨nnen die Kra¨fte f im Inneren eines Ko¨rpers
durch einen gedachten Schnitt freigelegt werden. Fu¨r den mechanischen Span-
nungsvektor t, der in der Schnittfla¨che wirkt, gilt die Beziehung
t =
df
d a
. (2.10)
Der Spannungsvektor ist folglich abha¨ngig von der Ausrichtung des Fla¨chenele-
ments d a und damit von dessen Normalenvektor n. Mit dem Cauchy-Theorem
wird der Spannungsvektor als eine lineare Abbildung des Normalenvektors u¨ber
die Beziehung
t = σn auf ∂tBt (2.11)
interpretiert. Der hierbei auftretende Cauchy-Spannungstensor σ ist in der Mo-
mentankonfiguration definiert und aus diesem Grund auch als der
”
wahre Span-
nungstensor“ bekannt. Aus der Transformation des vektoriellen Fla¨chenelements
n d a in die Referenzkonfiguration folgt der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor
P := detF σF −T , (2.12)
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mit dem der Spannungsvektor t0 in materieller Formulierung dargestellt werden
kann als
t0 = P N auf ∂tB0 . (2.13)
Wa¨hrend der Cauchy-Spannungstensor symmetrisch ist, geht diese Eigenschaft
bei der Transformation auf den 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor verloren.
Um auch in der Referenzkonfiguration einen symmetrischen Spannungstensor
bereitzustellen, wird durch eine weitere Transformation der 2. Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor definiert
S := F−1P = detF F−1 σF−T , (2.14)
der eine reine Rechengro¨ße darstellt, und dessen Komponenten physikalisch nicht
interpretierbar sind.
2.2 Grundlegende Beziehungen der Elektrostatik
Zur Beschreibung von elektromechanisch gekoppelten Problemstellungen ist ne-
ben den kontinuumsmechanischen Beziehungen auch die elektromagnetische Feld-
theorie zu beru¨cksichtigen, die in diesem Abschnitt fu¨r den quasi-statischen Fall
diskutiert wird. Eine detaillierte Behandlung dieses Themas ist unter anderem
in den Lehrbu¨chern von Greiner [60], Jackson [79] oder Landau & Lif-
schitz [98] gegeben.
2.2.1 Maxwell-Gleichungen
Die Erhaltungssa¨tze der elektromagnetischen Feldtheorie sind in den sogenannten
Maxwell-Gleichungen zusammengefasst, siehe z.B. Eringen &Maugin [48] oder
Grot [62]. Sie lauten in differentieller Schreibweise
rot ~E = −∂
~B
∂t
div ~D = ρ¯
rot ~H = ~j +
∂ ~D
∂t
div ~B = 0
, (2.15)
mit dem elektrischen bzw. magnetischen Feld ~E und ~H , der elektrischen bzw.
magnetischen Flussdichte ~D bzw. ~B, der elektrischen Stromdichte ~j, sowie der
Volumenladungsdichte ρ¯.
Mit den Maxwell-Gleichungen ist es mo¨glich, die physikalischen Vorga¨nge inner-
halb von elektromagnetischen Feldern vollsta¨ndig zu beschreiben. Die Beziehun-
gen in Gl. (2.15) stellen ein System von gekoppelten, partiellen Differentialglei-
chungen dar und fu¨hren im allgemeinen Fall zu sehr komplexen Formulierungen.
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Bei der Betrachtung von piezoelektrischen Problemstellungen lassen sich die
Maxwell-Gleichungen durch Beru¨cksichtigung der folgenden Annahmen jedoch
maßgeblich vereinfachen. Beim Einsatz von piezoelektrischen Materialien in Ak-
toren oder Sensoren liegen die materiellen Geschwindigkeiten in der Regel unter-
halb der Schallgeschwindigkeit und damit weit unterhalb der Geschwindigkeit von
Lichtwellen. Die zeitlichen A¨nderungen des elektrischen Feldes sind in diesem Fall
vernachla¨ssigbar, sieheMaugin [112] oder Nelson [120]. Die elektromagnetische
Feldtheorie vereinfacht sich damit auf ein quasi-statisches Problem, in dem das
elektrische und das magnetische Feld nicht mehr miteinander gekoppelt sind. Die
magnetischen Felder sind fu¨r die Behandlung von piezoelektrischen Problemen zu
vernachla¨ssigen, da die verwendeten Materialien nicht magnetisierbar sind. Wei-
terhin ko¨nnen die piezoelektrischen Werkstoffe als Nichtleiter betrachtet werden.
Mit diesen Annahmen reduzieren sich die Maxwell-Gleichungen (2.15) auf die
sogenannte Maxwell-Faraday Theorie der Elektrostatik, die durch die beiden Be-
ziehungen
rot ~E = 0 div ~D = ρ¯ (2.16)
beschrieben wird, siehe z.B. Eringen [47] oder Toupin [160].
2.2.2 Elektrostatik der Punktladungen
Die Existenz von elektrischen Ladungen ist ein grundlegendes Postulat der Phy-
sik. Eine Ladung q kann positiv oder negativ sein, innerhalb eines abgeschlosse-
nen Systems bleibt die Ladung immer erhalten. Die Kraft F e, die zwei ruhende
Ladungen q1 und q2 aufeinander ausu¨ben, wird durch das Coulombsche Gesetz
beschrieben
F e =
q1 q2
4pi²0 (x1 − x2)2 e1−2 , (2.17)
mit dem normierten Richtungsvektor e1−2, der die Verbindungslinie zwischen
beiden Ladungen darstellt. Die Gro¨ße ²0 entspricht der Dielektrizita¨tskonstante
des Vakuums und besitzt den Wert ²0 = 8, 854 · 10−12As/V m.
Ausgehend von der Kraft F e, die eine Ladung q1 auf eine hinreichend kleine
Probeladung q ausu¨bt, kann die elektrische Feldsta¨rke ~E motiviert werden. Die
Normierung der Kraft bezu¨glich der Ladung q fu¨hrt auf die Definition
~E :=
F e
q
. (2.18)
Durch die Betrachtung der Arbeit, die geleistet werden muss, um eine Probela-
dung q in einem elektrischen Feld von der Stelle x1 nach x2 zu verschieben, kann
~E als das Gradientenfeld der Potentialfunktion φ dargestellt werden [79]
~E = − gradφ , (2.19)
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F 1 q
+
F 2
q−
r
Abb. 2.2: Dipol in einem homoge-
nen elektrischen Feld [58]. In diesem
Fall gilt ‖ F 1 ‖=‖ F 2 ‖.
F 1 q+
F 2
q−r
Abb. 2.3: Dipol in einem heterogenen
elektrischen Feld einer Punktladung [58].
Hier gilt ‖ F 1 ‖6=‖ F 2 ‖.
wobei φ als das elektrische Potential bezeichnet wird. Die Potentialdifferenz
φ(x1) − φ(x2) zweier Punkte x1 und x2 im Raum ist unter dem Begriff elek-
trische Spannung bekannt. Da die Rotation eines Gradientenfeldes immer gleich
Null ist, folgt aus Gl. (2.19) die bereits bekannte Beziehung nach Gl. (2.16). An-
schaulich bedeutet diese Aussage, dass in der Elektrostatik keine in sich geschlos-
senen Feldlinien existieren. Die positiven bzw. negativen elektrischen Ladungen
sind die Quellen bzw. Senken des elektrischen Feldes.
Als ein Sonderfall bei der Behandlung von Punktladungen kann der elektrische
Dipol angesehen werden, der durch ein Paar benachbarter Ladungen q mit un-
terschiedlichen Vorzeichen gebildet wird. Jedem Dipol kann ein Dipolmoment ~p
zugeordnet werden, fu¨r das gilt
~p = q r , (2.20)
wobei r den Vektor von der negativen zur positiven Ladung beschreibt. Befindet
sich ein Dipol in einem homogenen elektrischen Feld, so entsteht, wie in Abbil-
dung 2.2 dargestellt ist, ein Drehmoment der Gro¨ße
~mDipol = ~p× ~E . (2.21)
In einem nicht homogenen elektrischen Feld wirkt neben einem Drehmoment
zusa¨tzlich eine resultierende Kraft auf den Dipol, da in diesem Fall die auf die
Ladungen wirkenden Kra¨fte nicht mehr im Gleichgewicht stehen, siehe Abbil-
dung 2.3.
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2.2.3 Makroskopische Elektrostatik im Dielektrikum
Die in Abschnitt 2.2.2 erla¨uterten Beziehungen ko¨nnen bei der Betrachtung ein-
zelner Punktladungen, z.B. im atomaren Bereich oder bei Ionen in Kristallgittern,
direkt angewendet werden. Bei Problemstellungen in makroskopischen Dimensio-
nen, wie sie in den folgenden Kapiteln ausschließlich behandelt werden, ist eine
Beru¨cksichtigung der einzelnen Ladungen nicht sinnvoll. Besonders die sehr große
Anzahl von Teilchen und die aus ihrer Eigenschwingung resultierende, auf atoma-
rer Ebene zeitlich nicht konstante Ladungsverteilung ist hierbei problematisch.
Aus diesem Grund wird im Weiteren ein makroskopisches Modell behandelt, wo-
bei angenommen wird, dass die Eigenschaften einzelner Teilchen innerhalb des
Kontinuums gemittelt oder verschmiert sind. Der U¨bergang von der Betrach-
tung einzelner Ladungen hin zu einem makroskopischen Modell ist z.B. den
Lehrbu¨chern von Greiner [60] oder Jackson [79] zu entnehmen. Hieraus re-
sultieren die beiden Beziehungen
rot ~E = 0 div ~E =
ρ¯
²0
. (2.22)
Wenn innerhalb eines Dielektrikums keine zusa¨tzlichen Ladungen vorhanden sind,
befindet es sich in einem elektrisch neutralen Zustand. In diesem Fall ergibt eine
Integration der Volumenladungsdichte ρ¯ u¨ber den gesamten Ko¨rper∫
B
ρ¯ dV = 0 . (2.23)
In lokaler Form kann Gl. (2.23) als die Divergenz des Vektors ~P dargestellt wer-
den, der als Polarisationsvektor bezeichnet wird
ρ¯ = − div ~P , (2.24)
und der außerhalb des Dielektrikums die Gro¨ße Null besitzt [98]. Der Polarisa-
tionsvektor bestimmt außer der Volumenladungsdichte auch die Dichte der La-
dungen auf der Oberfla¨che eines Ko¨rpers. Diese Oberfla¨chenladungsdichte σ¯ folgt
aus der Polarisation u¨ber die Beziehung
σ¯ = ~P · n . (2.25)
Im Gegensatz zur Gesamtladung des Ko¨rpers nach Gl. (2.23) muss die Polarisati-
on nicht verschwinden. Physikalisch kann der Polarisationsvektor als das auf die
Volumeneinheit des Dielektrikums bezogene Dipolmoment interpretiert werden.
Die Beziehungen (2.22) und (2.24) lassen sich zusammenfassen
div ~D = 0 mit ~D = ²0 ~E + ~P , (2.26)
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wobei der Vektor ~D als die dielektrische Verschiebung bezeichnet wird. Zur
Beru¨cksichtigung von zusa¨tzlichen, in den Ko¨rper eingebrachten Ladungen wird
Gl. (2.26) erweitert
div ~D = ρ¯ext . (2.27)
Die Gro¨ße ρ¯ext entspricht hierbei der Volumendichte dieser externen Ladungen.
2.2.4 Darstellung der elektrischen Gro¨ßen in materieller Formulie-
rung
Die Darstellung der elektrischen Gro¨ßen kann, analog zu den mechanischen
Gro¨ßen in Abschnitt 2.1.1, in der Momentan- oder in der Referenzkonfiguration
erfolgen. Hierzu transformieren Lax & Nelson [102] die Maxwell-Gleichungen
von der ra¨umlichen in die materielle Darstellung.
Ausgehend von der integralen Form der Maxwell-Gleichungen und unter Beru¨ck-
sichtigung von Gl. (2.2), (2.6) und (2.7) ergeben sich fu¨r die Gro¨ßen der quasi-
statischen Maxwell-Faraday Theorie die folgenden Transformationsbeziehungen
~E0 = detF ~E
~D0 = detF F
T ~D
~P 0 = detF F
T ~P
ρ¯0 = detF ρ¯ .
(2.28)
Die Gro¨ßen ~E0, ~D0, ~P 0 bzw. ρ¯0 entsprechen hierbei dem elektrischen Feld, der
dielektrischen Verschiebung, der Polarisation bzw. der Volumenladungsdichte in
der Referenzkonfiguration.
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2.3 Stofffreie Bilanzgleichungen elektroelastisch defor-
mierbarer Ko¨rper
Die allgemeine Formulierung der integralen Bilanzaussagen kann in folgender Dar-
stellung erfolgen
d
d t
∫
Bt
α d v =
∫
Bt
Σ d v +
∫
∂Bt
Γ d a , (2.29)
die auch als das Reynoldssches Transporttheorem bekannt ist, siehe z.B. Alten-
bach [8] oder Gurtin [66]. Die zeitliche A¨nderung einer physikalischen Gro¨ße
α entspricht dem Zuwachs Σ innerhalb des Ko¨rpers und dem Zuwachs Γ, der
u¨ber die Oberfla¨che des Ko¨rpers stattfindet. Weiterhin muss die Aussage nach
Gl. (2.29) auch fu¨r jeden Teilbereich des Ko¨rpers erfu¨llt sein.
Durch die Bestimmung der Gro¨ßen α, Σ und Γ werden in diesem Abschnitt die
entsprechenden Bilanzaussagen fu¨r Masse, Impuls und Drehimpuls eines elasti-
schen Dielektrikums behandelt. Hierzu ist es erforderlich, die aus der Kontinu-
umsmechanik bekannten Bilanzgleichungen zu erweitern. Die Ladungen in einem
dielektrischen Ko¨rper sind nicht frei beweglich, sondern an bestimmte Tra¨ger ge-
bunden [60]. Dies hat zur Folge, dass Kra¨fte, die eigentlich nur auf die elektrischen
Ladungen wirken, zusa¨tzliche Wechselwirkungen mit mechanischen Gro¨ßen her-
vorrufen. Somit lassen sich elektrische Volumenkra¨fte ~f und Volumenmomente
~m motivieren, die durch die beiden Beziehungen
~f = ρ¯ ~E + grad ~E · ~P und ~m = ~P × ~E (2.30)
beschrieben werden [2, 85]. Die Volumenkraft ~f ist in der Literatur auch unter
dem Namen ponderomotorische Kraft bekannt, siehe z.B. [60, 98]. Eine detail-
lierte Behandlung elastischer Dielektrika ist in den grundlegenden Arbeiten von
Eringen [47], Tiersten [158] und Toupin [160] zu finden, in denen auch die
elektrisch induzierten Zusatzterme aus Gl. (2.30) diskutiert werden.
Anstatt die Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik durch zusa¨tzliche Antei-
le zu erweitern [1, 2, 115], besteht eine alternative Vorgehensweise darin, von einer
allgemeinen Formulierung auszugehen, in der die Wechselwirkungen zwischen ei-
nem Kontinuum und den elektromagnetischen Feldgro¨ßen enthalten sind. Diese
kann dann sukzessive auf das Problem eines elastischen Dielektrikums vereinfacht
werden, wie z.B. bei Eringen & Maugin [48] oder Grot [62] dargestellt wird.
18 2 GRUNDGLEICHUNGEN DER ELEKTROMECHANIK
Erhaltung der Masse
Es wird postuliert, dass die Massem eines Ko¨rpers wa¨hrend des Deformationspro-
zesses eine invariante Gro¨ße ist. Ein Austausch von Masse durch die Oberfla¨che
oder ein Massezuwachs im Inneren des Ko¨rpers ist damit ausgeschlossen. Mit der
Definition der Massendichte ρ = dm/ d v folgt aus Gl. (2.29) fu¨r die Bilanz der
Masse
d
d t
∫
Bt
ρ d v = 0 . (2.31)
Unter Beru¨cksichtigung der Transformationsregel fu¨r Volumenelemente nach
Gl. (2.7) und der zeitlichen Ableitung der Jacobi-Determinate ˙detF =
div x˙ (detF ) kann die Beziehung (2.31) in der lokalen Form dargestellt werden
ρ˙+ ρ div x˙ = 0 , (2.32)
die nach Euler und d’Alembert als Kontinuita¨tsbedingung bezeichnet wird.
Erhaltung des Impulses
Der Impuls bzw. die Bewegungsgro¨ße I eines Ko¨rpers ist eine Erhaltungsgro¨ße
und ist definiert als
I :=
∫
Bt
ρ x˙ d v . (2.33)
Der Satz von der Erhaltung des Impulses sagt aus, dass die zeitliche A¨nderung des
Impulses gleich der Resultierenden der auf den Ko¨rper einwirkenden Kra¨fte ist.
Die Terme Σ und Γ aus der allgemeinen Bilanzaussage nach Gl. (2.1) ko¨nnen hier
als die Volumenkra¨fte ρ b + ~f und als die Oberfla¨chenspannungen t identifiziert
werden. Daraus folgt die Formulierung des Impulserhaltungssatzes in ra¨umlicher
Darstellung ∫
Bt
ρx¨ d v =
∫
Bt
(ρ b+ ~f) d v +
∫
∂Bt
t d a . (2.34)
Im Gegensatz zu einer rein mechanischen Betrachtung tritt bei einem dielektri-
schen Kontinuum der Anteil ~f als zusa¨tzliche Gro¨ße auf. Durch die Anwendung
des Divergenz-Theorems und dem Cauchy-Theorem nach Gl. (2.11) kann aus
Gl. (2.34) die lokale Form des Impulserhaltungssatzes gewonnen werden
divσ + ρ (b− x¨) + ~f = 0 in Bt , (2.35)
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die unter Vernachla¨ssigung der elektrischen Volumenkraft ~f auch als die ers-
te Cauchysche Bewegungsgleichung bekannt ist. Die Transformation der Bezie-
hung (2.35) in die Referenzkonfiguration
DivP + ρ0 (b0 − x¨) + ~f 0 = 0 in B0 , (2.36)
u¨berfu¨hrt die lokale Impulsbilanz in die materielle Darstellung. Die Formulierung
der Volumenkraft ~f 0 bezu¨glich der Referenzkonfiguration erfolgt unter Beru¨ck-
sichtigung der Beziehungen (2.30) und (2.28).
Erhaltung des Drehimpulses
Der Drehimpuls L eines mit der Geschwindigkeit x˙ bewegten Ko¨rpers bezu¨glich
eines festen Raumpunktes x0 ist eine weitere Erhaltungsgro¨ße und lautet in ra¨um-
licher Darstellung
L :=
∫
Bt
(x− x0)× ρ x˙ d v . (2.37)
Mit der Definition des Spannungsvektors t durch den Cauchyschen Spannungsten-
sor σ nach Gl. (2.11) und der Abku¨rzung r = x−x0 folgt die Drehimpulsbilanz
eines elastischen Dielektrikums∫
Bt
ρ r × x¨ d v =
∫
Bt
r × (ρ b+ ~f) + ~m d v +
∫
∂Bt
r × (σn) d a . (2.38)
Die zusa¨tzlichen Beitra¨ge aus der elektrischen Volumenkraft und des Volumen-
moments sind hierbei deutlich erkennbar. Die aus der Kontinuumsmechanik be-
kannten Transformationen der Beziehung (2.38) fu¨hren unter Beru¨cksichtigung
der Impulsbilanz (2.36) auf die lokale Form der Drehimpulserhaltung
1× (σ + σM) = 0 . (2.39)
Neben den Cauchy-Spannungstensor σ ist nun zusa¨tzlich der Maxwell-
Spannungstensor σM = ~P ⊗ ~E zu beru¨cksichtigen, der aus dem elektrischen
Volumenmoment ~m herru¨hrt [173]. Nach McMeeking & Landis [115] muss
zwar der resultierende Spannungstensor aus der Summe σ + σM symmetrisch
sein, dies gilt im Falle eines elastischen Dielektrikums jedoch nicht mehr unbe-
dingt fu¨r den Cauchy-Spannungstensor. Damit wird ein wesentlicher Unterschied
zu einer rein mechanischen Betrachtung eines Kontinuums deutlich.
Sind das elektrische Feld und der Polarisationsvektor gleich orientiert, dann gilt
~m = ~P × ~E = 0. Aus Gl. (2.39) resultiert somit fu¨r diesen speziellen Fall ein
Cauchy-Spannungstensor mit symmetrischen Eigenschaften.
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Mechanischer Anteil Elektrischer Anteil
freie Feldgro¨ße
Verschiebung u Potential φ
Verzerrung Elektrisches Feld
E = 1
2
(H +HT +HT H) ~E0 = −Gradφ
Impulssatz Gaußsches Gesetz
DivP + ρ0 (b0 − x¨) = 0 in B0 Div ~D0 − ρ¯0 = 0 in B0
Randbedingungen
P ·N − t0 = 0 auf ∂tB0
u = u¯ auf ∂uB0
~D0 ·N − σ¯0 = 0 auf ∂σ¯B0
φ = φ¯ auf ∂φB0
Tab. 2.1: Zusammenfassung der wesentlichen Beziehungen eines elastischen Dielektri-
kums in materieller Darstellung.
Die Beru¨cksichtigung dieser zusa¨tzlichen Anteile ~f und ~m fu¨hrt zu einer we-
sentlich komplexeren Theorie, als es bei einer reinen kontinuumsmechanischen
Betrachtung der Fall ist. Im Hinblick auf die spa¨ter folgende Modellierung von
piezoelektrischen Materialien ist deshalb zu diskutieren, wie groß der Einfluss die-
ser beiden Anteile ~f und ~m ist. Hierzu fu¨hrt Kamlah [85] in seiner Arbeit eine
Abscha¨tzung durch, u¨ber die Gro¨ße der zu erwartenden mechanischen Spannun-
gen infolge der elektrisch induzierten Zusatzterme. Aus dieser Abscha¨tzung kann
gefolgert werden, dass die zusa¨tzlichen mechanischen Spannungen im Vergleich
zu denjenigen, die in technischen Anwendungen auftreten, klein und folglich ver-
nachla¨ssigbar sind.
Mit dieser Annahme entsprechen die Bilanzsa¨tze eines elastischen Dielektrikums
denjenigen eines mechanischen Kontinuums. Die wesentlichen Beziehungen, die
fu¨r die weitere Betrachtung von piezoelektrischen Problemstellungen zugrunde-
gelegt werden, sind in Tabelle 2.1 zusammengefasst.
Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird ausschließlich die materielle Formulierung
verwendet. Zur Vereinfachung der Notation werden deshalb die Bezeichnungen
~E0, ~D0 und ~P 0 fu¨r die folgenden Betrachtungen durch ~E, ~D und ~P ersetzt.
2.4 Schwache Form des Gleichgewichts 21
2.4 Schwache Form des Gleichgewichts
Zur Lo¨sung des in Tabelle 2.3 zusammengefassten Systems von Feldgleichungen
wird das Prinzip der virtuellen Arbeit verwendet, das auch als die schwache For-
mulierung der lokalen Gleichgewichtsaussagen bekannt ist. Der Vorteil bei dessen
Anwendung besteht darin, dass keine weiteren Annahmen vorausgesetzt werden,
insbesondere ist die Existenz einer Potentialfunktion nicht erforderlich. Damit
ist dieses Vorgehen allgemein anwendbar, unter anderem auch bei inelastischem
Materialverhalten [172].
Die schwache Form des Gleichgewichts bezu¨glich der Referenzkonfiguration folgt
aus den lokalen Formen des Impulssatzes und des Gaußschen Gesetzes durch Mul-
tiplikation mit den Testfunktionen δu bzw. δφ und der anschließenden Integration
u¨ber das Volumen des Ko¨rpers B0∫
B0
(
DivP + ρ0(b0 − u¨)
) · δu dV + ∫
B0
(Div ~D − ρ¯0) δφ dV = 0 . (2.40)
Die partielle Integration von Gl. (2.40) und die Anwendung des Gaußschen In-
tegralsatzes fu¨hrt nach weiteren Umformungen und unter Beru¨cksichtigung der
Randbedingungen auf die schwache Form des Gleichgewichts
G(u, δu, φ, δφ) =
∫
B0
S : δE − ~D · δ ~E dV −
∫
B0
ρ0 (b0 − u¨) · δu dV
+
∫
B0
ρ¯0 δφ dV −
∫
∂tB0
t0 · δu dA−
∫
∂σ¯B0
σ¯0 δφ dA = 0
(2.41)
in einer allgemeinen, stoffunabha¨ngigen Formulierung. Die in dieser Arbeit be-
handelten piezoelektrischen Koppeleffekte werden durch ein geeignetes Stoffgesetz
fu¨r die Gro¨ßen S und ~D beru¨cksichtigt, das in Abschnitt 3.4 motiviert wird.
Aus dem linearen Stoffgesetz nach Gl. (3.15) folgt so z.B. die bekannte Darstellung
der schwachen Form des Gleichgewichts, die u.a. auch bei Allik & Hughes [5]
oder Benjeddou [18] diskutiert wird.
2.5 Linearisierung der schwachen Form des Gleichge-
wichts
Zur na¨herungsweisen Lo¨sung der in Gl. (2.41) dargestellten schwachen Form des
Gleichgewichts wird die Methode der Finiten Elemente verwendet, siehe Ab-
schnitt 6.6. Das daraus resultierende, nichtlineare Gleichungssystem muss mit ei-
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nem entsprechenden Algorithmus iterativ gelo¨st werden. Hierzu wird das Newton-
Raphson-Verfahren verwendet, das in der Na¨he der gesuchten Lo¨sung ein quadra-
tisches Konvergenzverhalten besitzt.
Bei dieser Methode ergibt sich eine verbesserte Lo¨sung durch eine Taylorreihen-
entwicklung an der Stelle einer bereits gegebenen Na¨herungslo¨sung. Die Anwen-
dung dieses Verfahrens auf die Beziehung (2.41) liefert die Linearisierung der
schwachen Form des Gleichgewichts, die mit Hilfe der Richtungsableitung be-
stimmt werden kann [172]. Eine ausfu¨hrliche Behandlung dieses Themas in der
Literatur ist unter anderem in den Arbeiten von Hughes & Pister [72], Mars-
den & Hughes [108] oder Wriggers [171, 172] zu finden.
Im Rahmen der elektromechanisch gekoppelten Theorie sind bei der Linearisie-
rung der schwachen Form des Gleichgewichts zwei Richtungsableitungen DuG·∆u
und DφG∆φ nach den Verschiebungen u bzw. dem elektrischen Potential φ zu
beru¨cksichtigen
Lin[G(u+∆u, δu, φ+∆φ, δφ)] = G+DuG ·∆u+DφG∆φ . (2.42)
Diese werden mit Hilfe der Gateaux-Ableitung bestimmt, und ko¨nnen in folgender
Weise formuliert werden
DuG(u, δu, φ, δφ) ·∆u = d
dα
G(u+ α∆u, δu, φ, δφ)
∣∣∣∣
α=0
DφG(u, δu, φ, δφ) ∆φ =
d
dα
G(u, δu, φ+ α∆φ, δφ)
∣∣∣∣
α=0
.
(2.43)
Aus der Anwendung der beiden Gateaux-Ableitungen auf die schwache Form des
Gleichgewichts nach der Beziehung (2.41) ergeben sich die linearisierten Anteile,
die sich in der Form
DuG · ∆u+DφG∆φ =
∫
B0
δE ·∆S dV −
∫
B0
δ ~E ·∆ ~D dV
+
∫
B0
∆δE · S dV −
∫
B0
∆δ ~E · ~D dV
(2.44)
zusammenfassen lassen.
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3 Piezoelektrische Materialeigenschaften
3.1 Einfu¨hrung
Unter Piezoelektrizita¨t la¨sst sich allgemein die elektromechanische Wechselwir-
kung zwischen dem mechanischen und dem elektrischen Zustand eines Materials
verstehen. Hierbei ko¨nnen zwei Effekte beobachtet werden.
Bei dem sogenannten direkten piezoelektrischen Effekt bewirkt eine mechanische
Spannung eine A¨nderung des Polarisationszustandes innerhalb des Materials. Die-
ses Verhalten wird im Bereich der Sensorik ausgenutzt, indem die Deformation
eines Ko¨rpers in ein messbares elektrisches Signal umgewandelt wird.
Der inverse piezoelektrische Effekt verursacht dagegen eine Deformation infolge
eines aufgebrachten elektrischen Feldes. Durch die Ausnutzung dieser Eigenschaft
ko¨nnen Strukturen durch eine elektrische Ansteuerung gezielt verformt werden,
und eignen sich somit fu¨r Anwendungen in der Aktorik.
Als Entdecker des direkten piezoelektrischen Effekts gelten die Bru¨der Pierre und
Jacques Curie, die diesen Effekt im Jahr 1880 fu¨r die natu¨rlich vorkommenden
Turmalin-Einkristalle wissenschaftlich beschrieben [41]. Ein Jahr spa¨ter wurde
auch der von Lippmann [105] vorhergesagte inverse piezoelektrische Effekt expe-
rimentell besta¨tigt. Einen großen Beitrag zum Versta¨ndnis der Piezoelektrizita¨t
leistete Voigt [165], der im Jahr 1910 in seinem
”
Lehrbuch der Kristallphysik“
die piezoelektrischen Koeffizienten fu¨r alle 32 Kristallklassen qualitativ bestimm-
te.
Lange Zeit waren nur bestimmte Einkristalle als Werkstoffe mit piezoelektrischen
Eigenschaften bekannt, z.B. Quarz, Turmalin oder Lithiumniobat. Von diesen ist
vor allem Quarz nach wie vor von technischer Bedeutung und wird in Anwendun-
gen wie z.B. Oszillatoren, Filtern oder Sensoren eingesetzt.
Die Eigenschaften der ersten piezoelektrischen Keramik aus Bariumtitanat wur-
den 1947 von Cherry & Adler [35] beschrieben. Daran anschließend folgte
die Entwicklung der inzwischen weit verbreiteten Blei-Zirkonat-Titanat Kerami-
ken, die unter der Bezeichnung PZT-Keramiken bekannt sind. Diese Werkstoffe
zeichnen sich durch einen stark ausgepra¨gten piezoelektrischen Effekt, moderate
Herstellungskosten und hohe Curie-Temperaturen aus. Ein weiterer Vorteil be-
steht darin, dass die Materialeigenschaften durch das Mischungsverha¨ltnis der
Komponenten angepasst werden ko¨nnen, wodurch sich eine bessere Abstimmung
des Materials auf die jeweilige Anwendung erzielen la¨sst.
Kawai [87] entdeckte 1969, dass bei dem Kunststoff PVDF (Polyvinylidenfluo-
rid) nach entsprechenden Bearbeitungsverfahren piezoelektrische Eigenschaften
nachzuweisen sind. Die Vorteile dieses Materials liegen in seiner hohen Elastizita¨t
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und in seiner geringen Dicke (6 − 9 µm), die es erlaubt, du¨nne piezoelektrische
Folien herzustellen.
Weitere Ausfu¨hrungen u¨ber die historischen Entwicklungen auf dem Gebiet pie-
zoelektrischer Materialien sind den ausfu¨hrlichen Einleitungen von Cady [29],
Jaffe et al. [80] und Smith [145], sowie dem Aufsatz von Mason [110] zu ent-
nehmen.
3.2 Ursache der piezoelektrischen Materialeigenschaften
In diesem Abschnitt werden die physikalischen Ursachen, durch welche die pie-
zoelektrischen Materialeigenschaften hervorgerufen werden, qualitativ diskutiert.
Dabei beschra¨nkt sich die Betrachtung auf piezoelektrische Keramiken.
Piezokeramiken sind kristalline Werkstoffe, in denen die positiven und negativen
Ionen in einem regelma¨ßigen Kristallgitter angeordnet sind. Die kleinste Einheit
dieses Gitters ist die sogenannte Elementar- oder Einheitszelle, aus deren peri-
odischer Anordnung die Kristallstruktur des Materials aufgebaut werden kann.
Infolge der Anordnung der Ionen innerhalb einer Einheitszelle kann ein posi-
tiver und ein negativer Ladungsschwerpunkt definiert werden. Lassen sich die
Ladungsschwerpunkte durch ein a¨ußeres elektrisches Feld verschieben, dann ist
dieses Material polarisierbar. Wenn sich die Ladungsschwerpunkte bereits ohne
elektrische Belastung an verschiedenen Positionen innerhalb der Einheitszelle be-
finden, dann wird dies als spontane Polarisation bezeichnet. Fu¨r Kristalle, die
eine solche Eigenschaft besitzen, wird ein Polarisationsvektor ~P svom negativen
zum positiven Ladungsschwerpunkt vereinbart.
Die Einheitszelle eines Barium-Titanat-Kristalls ist in Abbildung 3.1 in zwei ver-
schiedenen Phasen dargestellt. Entscheidend fu¨r die piezoelektrischen Eigenschaf-
ten des Materials ist dabei die Lage der Ladungsschwerpunkte zueinander. In der
sogenannten paraelektrischen Phase liegt ein kubisches Kristallgitter vor. Hier
besitzen alle Seiten des Kristallgitters die gleiche La¨nge a, und die Ladungs-
schwerpunkte fallen zusammen, da sich das Titan-Ion im Zentrum der Einheits-
zelle befindet. Eine spontane Polarisation tritt nicht auf. In dieser Phase, die sich
oberhalb der sogenannten Curie-Temperatur einstellt, ist kein piezoelektrischer
Effekt zu beobachten. Unterhalb der Curie-Temperatur wandert das Titan-Ion
vom Zentrum der Einheitszelle in Richtung einer der sechs Fla¨chenmittelpunkte.
Dabei wechselt die Kristallstruktur von der kubischen in die tetragonale Pha-
se, die auch als ferroelektrische Phase bezeichnet wird. Aus Abbildung 3.1 wird
ersichtlich, dass die Ladungsschwerpunkte in dieser Phase nicht mehr zusammen-
fallen, und eine spontane Polarisation und somit ein elektrischer Dipol entsteht.
Weiterhin wird bei dieser Phasenumwandlung das Kristallgitter verzerrt. Die Sei-
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Abb. 3.1: Einheitszelle eines Barium-Titanat-Kristalls. Links ist die paraelektrische
Phase und rechts die ferroelektrische Phase dargestellt.
te c, parallel zum Polarisationsvektor der Einheitszelle, verla¨ngert sich bei diesem
Vorgang um ca. 1 % [85]. Die Einheitszelle besitzt nun eine ausgezeichnete Rich-
tung, die im Weiteren als Polarisationsrichtung bezeichnet wird. In dieser Phase
weist das Material piezoelektrische Eigenschaften auf.
Basierend auf diesen grundlegenden Betrachtungen einer Einheitszelle ko¨nnen
nun die beiden Begriffe Ferroelektrizita¨t und Piezoelektrizita¨t pra¨zisiert werden,
siehe auch Jaffe et al. [80] oder Weißmantel [170].
Ferroelektrische Materialien besitzen innerhalb eines bestimmten Temperaturbe-
reichs eine spontane Polarisation, deren Richtung durch ein a¨ußeres elektrisches
Feld umgekehrt werden kann [76]. Hierbei ist anzumerken, dass diese Umkehrung
nicht immer praktisch durchfu¨hrbar ist, z.B. kann in dem Kristall ein elektrischer
Durchschlag erfolgen, bevor die zur Umpolung erforderliche elektrische Feldsta¨rke
erreicht wird. Eine ausfu¨hrliche Beschreibung der Eigenschaften solcher Werkstof-
fe ist bei Weißmantel [170] zu finden.
Bei piezoelektrische Materialien fu¨hrt eine mechanische Spannung zu einer Ver-
schiebung der Ladungsschwerpunkte und damit zu einer A¨nderung des Polarisa-
tionszustandes. Durch ein a¨ußeres elektrisches Feld werden die Ladungsschwer-
punkte ebenfalls verschoben, was zu einer Deformation des Ko¨rpers fu¨hrt. Dieses
Verhalten tritt nur bei Materialien auf, deren Kristalle kein Symmetriezentrum
aufweisen.
Hierbei ist anzumerken, dass Ferroelektrika in der ferroelektrischen Phase
grundsa¨tzlich piezoelektrisch sind, jedoch sind nicht alle Kristalle, die ein piezo-
elektrisches Verhalten aufweisen, auch ferroelektrisch. Um bei den Keramiken die
piezoelektrischen Eigenschaften technisch nutzen zu ko¨nnen, mu¨ssen die Werk-
stoffe auch ferroelektrisch sein, denn nur dann kann die Polarisationsrichtung
durch einen sogenannten Polungsvorgang so beeinflusst werden, dass ein makro-
skopisch nutzbarer Effekt auftritt [67].
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Nach diesen Erla¨uterungen der piezoelektrischen Eigenschaften auf mikroskopi-
scher Ebene erfolgt nun der Wechsel hin zu einer makroskopischen Betrachtung.
Eine ferroelektrische Keramik ist ein Polykristall der aus Ko¨rnern besteht, die
wiederum in einzelne Doma¨nen aufgeteilt werden ko¨nnen. Nach Weißmantel
& Hamann [170] kann eine Doma¨ne in einem Festko¨rper allgemein als ein phy-
sikalisch abgrenzbares Raumgebiet betrachtet werden, in dem eine den Zustand
des Festko¨rpers charakterisierende vektorielle Gro¨ße u¨berall den gleichen Wert
besitzt. Auf einen ferroelektrischen Werkstoff bezogen, ist eine Doma¨ne ein Be-
reich innerhalb eines Kristallkorns, in dem die Richtungsvektoren der spontanen
Polarisation der Einheitszellen gleich orientiert sind.
Beim U¨bergang von der para- in die ferroelektrische Phase, wie er beim Abku¨hlen
der Keramik nach dem Herstellungsprozess stattfindet, erfolgt eine willku¨rliche
Ausrichtung der einzelnen Doma¨nen, so dass das Material bei makroskopischer
Betrachtung keine piezoelektrischen Eigenschaften besitzt. Durch das Anlegen
eines starken elektrischen Feldes kann die Polarisationsrichtung der Doma¨nen
beeinflusst werden, indem die Dipole durch Umklapp-Prozesse ihre Polarisati-
onsrichtung a¨ndern, und sich mo¨glichst parallel zu dem a¨ußeren elektrischen Feld
ausrichten. Bei diesem Vorgang drehen sich jedoch nicht die Doma¨nen selbst, son-
dern bestimmte Atome des Kristallgitters wechseln ihre Position. Dabei ko¨nnen
sich die Grenzen zwischen den Doma¨nen verschieben oder ganz verschwinden.
Dieser Vorgang ist schematisch in Abbildung 3.2 dargestellt. In diesem Zustand
sind in der Keramik auch auf makroskopischer Ebene piezoelektrische Eigenschaf-
ten feststellbar, die technisch genutzt werden ko¨nnen. Dieser Vorgang, bei dem
ein starkes a¨ußeres elektrisches Feld die spontane Polarisation der Doma¨nen aus-
richtet, wird als Polung der Keramik bezeichnet. Die Feldsta¨rke, ab der diese
Umklapp-Vorga¨nge einsetzen, entspricht der Koerzitiv-Feldsta¨rke ~Ec.
Keramikkorn
Korngrenze
Doma¨ne
Polarisation
Abb. 3.2: Doma¨nenstruktur einer piezoelektrischen Keramik vor und nach dem Po-
lungsvorgang nach [81]. Deutlich erkennbar ist die dabei auftretenden A¨nderung der
Geometrie.
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Abb. 3.3: Verzerrungen einer PZT-Keramik bei einer Belastung durch ein a¨ußeres
elektrischen Feld parallel zur Polarisationsrichtung [136].
Durch eine Erwa¨rmung u¨ber die Curie-Temperatur kann eine gepolte Keramik
thermisch depolarisiert werden. Wie beim Herstellungsprozess findet hier wa¨hrend
der Abku¨hlung der Keramik ein U¨bergang von der paraelektrischen in die ferro-
elektrische Phase statt, bei dem sich die Doma¨nen ohne bevorzugte Orientierung
ausrichten, was zu einem Verlust der makroskopischen Piezoelektrizita¨t fu¨hrt.
Durch den Polungsvorgang verliert die Keramik ihre isotropen Eigenschaften.
Sie besitzt nun mit der Polarisationsrichtung eine ausgezeichnet Orientierung,
und damit eine transversale Isotropie in diese Richtung. Dies wird dadurch deut-
lich, dass sich infolge einer elektrischen Belastung unterschiedliche Verzerrungs-
zusta¨nde einstellen, die von der Richtung des elektrischen Felds bezu¨glich der
Polarisationsrichtung abha¨ngen. Die Abbildungen 3.3 und 3.4 illustrieren diese
Richtungsabha¨ngigkeit fu¨r eine Keramik aus Bariumtitanat.
Wenn die Polarisationsrichtung und das elektrische Feld parallel und gleich orien-
tiert sind, dann erfolgt eine positive Dehnung in Richtung der Polarisationsachse
und eine Stauchung in den beiden dazu senkrechten Richtungen. Die in Abbil-
dung 3.3 dargestellten Verzerrungen treten somit gleichzeitig auf.
Wirkt das elektrische Feld dagegen senkrecht zur Polarisationsrichtung, dann
stellt sich ein reiner Schubverzerrungszustand ein. In Abbildung 3.4 sind die ent-
~P
~E
~P
~E
Abb. 3.4: Verzerrungen einer PZT-Keramik bei der Belastung durch zwei verschiedene
a¨ußere elektrische Felder, die jeweils senkrecht zur Polarisationsrichtung wirken [136].
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sprechenden Deformationen infolge zweier verschiedener elektrischer Felder illus-
triert. Die dargestellten Verzerrungseffekte gelten außer fu¨r Bariumtitanat auch
fu¨r PZT-Keramiken, da diese ebenfalls eine Perowskit-Kristallstruktur [170] be-
sitzen.
3.3 Nichtlineares piezoelektrisches Materialverhalten
In diesem Abschnitt werden die ferroelektrischen und ferroelastischen Hysterese-
Effekte diskutiert, die bei piezoelektrischen Keramiken unter hoher elektrischer
oder mechanischer Belastung auftreten. Im Rahmen einer mo¨glichst einfachen
Darstellung erfolgt hier eine qualitative Betrachtung anhand eines einachsigen
Modells. An dieser Stelle sei auf die Arbeiten von Kamlah [85], Smith [145] und
Zhou [177] hingewiesen, in denen das nichtlineare Materialverhalten im Detail
behandelt wird.
3.3.1 Ferroelektrische Hysterese
Zuna¨chst werden die Hysteresen untersucht, die infolge eines a¨ußeren elektrischen
Feldes auftreten. Es wird angenommen, dass die Keramik vor der Belastung kei-
ne makroskopische Polarisation besitzt, d.h. der Ausgangszustand des Materials
entspricht dem direkt nach der Herstellung oder dem nach einer thermischen
Depolarisation.
Dielektrische Hysterese
Bei der dielektrischen Hysterese wird der Polarisationszustand ~P infolge eines
a¨ußeren elektrischen Feldes ~E betrachtet. In Abbildung 3.5 ist eine idealisier-
te dielektrische Hysterese-Kurve dargestellt. Wird ein elektrisches Feld an eine
ungepolte Keramik angelegt, so erfolgt zuna¨chst eine reversible Polarisation des
Materials, wobei sich ein linearer Zusammenhang zwischen der Belastung und
der Polarisation einstellt. In Abbildung 3.5 ist diese lineare Beziehung am Beginn
der gestrichelten Neukurve erkennbar. Wird das elektrische Feld weiter gesteigert,
beginnen die Umklapp-Vorga¨nge der Doma¨nen, die Linearita¨t zwischen ~E und ~P
geht verloren. Je weiter sich der Wert des elektrischen Feldes an den der Koerzi-
tivfeldsta¨rke anna¨hert, umso mehr Doma¨nen a¨ndern ihre Orientierung, und umso
steiler wird die Hysterese-Kurve. Wird die Belastung daru¨ber hinaus gesteigert,
klingen die Umklapp-Prozesse wieder ab, bis sich schließlich alle Doma¨nen ent-
sprechend ausgerichtet haben. Bei einer weiteren Erho¨hung der Belastung stellt
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Abb. 3.5: Bei der dielektrischen Hysterese wird die Polarisation der Keramik u¨ber
die Belastung mit einem a¨ußeren elektrischen Feld betrachtet. Die gestrichelte Linie
entspricht der Erstbelastung des ungepolten Materials.
sich wieder ein linearer Verlauf der Hysterese-Kurve ein, da nach dem abgeschlos-
senen Polungsprozess nur noch reversible Polarisationseffekte aufgrund von La-
dungsverschiebungen stattfinden. Bei einer vollsta¨ndigen Entlastung der Keramik
verschwindet der reversible Anteil der Polarisation ~P r, der remanente oder irre-
versible Anteil ~P i infolge der Polung der Keramik bleibt erhalten. Wenn das elek-
trische Feld wa¨hrend des Polungsvorgangs stark genug war, um eine vollsta¨ndige
Ausrichtung aller Doma¨nen zu bewirken, dann ist der Wert der verbleibenden
remanenten Polarisation gleich der Sa¨ttigungspolarisation ~P sat, die als Maximal-
wert der remanenten Polarisation betrachtet werden kann.
Wird nach der Entlastung ein elektrisches Feld mit entgegengesetztem Vorzeichen
aufgebracht, so wechselt die Polarisationsrichtung der Doma¨nen bei Erreichen des
negativen Wertes der Koerzitiv-Feldsta¨rke das Vorzeichen ihrer Orientierung. Die
Hysterese-Kurve schneidet dabei die horizontale Achse. Dies bedeutet anschau-
lich, dass wa¨hrend des Umklapp-Vorgangs ein Zustand vorliegt, bei dem sich
die Polarisationszusta¨nde der einzelnen Doma¨nen gegenseitig aufheben. Bei aus-
reichend großer elektrischer Feldsta¨rke werden sich alle Doma¨nen in Richtung
der Belastung orientieren. Nach der Entlastung besitzt die Keramik wieder eine
Sa¨ttigungspolarisation, in diesem Fall jedoch mit einem negativen Vorzeichen.
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ε
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Abb. 3.6: Bei der Schmetterlings-Hysterese wird die Dehnung ε der Keramik u¨ber
die Belastung mit einem a¨ußeren elektrischen Feld betrachtet. Die gestrichelte Linie
entspricht der Erstbelastung des ungepolten Materials.
Schmetterlings-Hysterese
Bei der Schmetterlings-Hysterese werden die auftretenden Dehnungen infolge des
elektrischen Feldes betrachtet, die in direktem Zusammenhang mit dem Polungs-
zustand einer Keramik stehen. In der Abbildung 3.6 ist die Dehnung einer Kera-
mik bei der Belastung mit einem a¨ußeren elektrischen Feld dargestellt. Dabei wird
nur die Dehnung in Richtung der Belastung diskutiert, und unter Beru¨cksichti-
gung der uniaxialen Betrachtung vereinfacht mit ε bezeichnet. Als Ausgangszu-
stand wird, wie zuvor bei der dielektrischen Hysterese, eine komplett depolari-
sierte piezoelektrische Keramik angenommen.
Solange die angelegte elektrische Feldsta¨rke hinreichend klein ist, ist keine Deh-
nung feststellbar, was in der Abbildung 3.6 anhand der gestrichelten Neukurve
deutlich wird. Dies ist mit der willku¨rlichen Ausrichtung der Doma¨nen in diesem
Zustand zu erkla¨ren, deren Dehnungen sich im Mittel wieder aufheben. Sobald
die Belastung die Koerzitiv-Feldsta¨rke erreicht hat, beginnt die Ausrichtung der
Doma¨nen. Dabei orientieren sich die Einheitszellen mit ihrer c-Achse in Richtung
des elektrischen Feldes, was zu einer Verla¨ngerung der Keramik fu¨hrt. Mit zuneh-
mender Belastung werden sich immer mehr Doma¨nen entsprechend ausrichten,
bis eine komplette Polung des Keramik erreicht ist. An diesem Punkt kann die
zu beobachtende Dehnung in zwei Komponenten aufgeteilt werden.
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Der erste Anteil entspricht der remanenten bzw. irreversiblen Dehnung E i, wel-
che durch die Umklapp-Prozesse der Doma¨nen entsteht, siehe Abbildung 3.2,
und die auch nach der Entlastung nicht verschwindet. Durch die gleichzeitige
Messung der Dehnungen in Longitudinal- und in Transversalrichtung konnten
Hwang et al. [74] zeigen, dass es sich hierbei um volumentreue A¨nderungen des
Verzerrungszustandes handelt.
Der zweite Anteil besteht aus der reversiblen Dehnung, die mit der Verschiebung
der Ladungsschwerpunkte in der nun gepolten Keramik erkla¨rt werden kann. Bei
einer vollsta¨ndigen Polung des Materials verbleibt nach der Entlastung die Sa¨tti-
gungsdehnung Esat, siehe Abbildung 3.6, die der maximal mo¨glichen remanenten
Dehnung entspricht.
Durch die anschließende Belastung mit einem negativen elektrischen Feld beginnt
die Neuorientierung der Doma¨nen. Der Grad der remanenten Dehnung verringert
sich hierbei bis auf ein Minimum. Nach dem Durchschreiten des Minimums nimmt
die remanente Dehnung wieder zu, bis schließlich eine vollsta¨ndige Ausrichtung
der Doma¨nen erreicht ist.
In der Abbildung 3.6 ist die Symmetrie der Hysterese bezu¨glich der vertikalen
Achse klar zu erkennen, d.h. zwei entgegengesetzte irreversible Polarisations-
zusta¨nde bewirken den gleichen Dehnungszustand. Die remanente Dehnung einer
piezoelektrischen Keramik ist immer positiv, denn entscheidend ist die Ausrich-
tung der Doma¨nen und nicht die Orientierung der Polarisation.
3.3.2 Ferroelastische Hysterese
Neben den ferroelektrischen Hysteresen, die infolge einer elektrische Belastung
auftreten, ko¨nnen durch hohe mechanische Beanspruchungen der Keramik auch
ferroelastische Hysteresen beobachtet werden.
In Abbildung 3.7 sind die Spannungs-Dehnungs-Diagramme einer unpolarisier-
ten Keramik dargestellt, die mit einer Zug- bzw. Druckspannung belastet wird.
Bei einer geringen mechanischen Beanspruchung stellt sich fu¨r beide Fa¨lle ein
linear-elastischer Zusammenhang ein. Bei Erreichen einer mechanischen Grenz-
belastung, die in Analogie zur Koerzitiv-Feldsta¨rke als Koerzitiv-Spannung σc
bezeichnet wird, werden Umklapp-Prozesse in der Keramik initiiert, wobei zwi-
schen Zug- und Druckbeanspruchung unterschieden werden muss.
Bei einer Zugbelastung der Keramik richten sich die Doma¨nen so aus, dass die
c-Achsen der Einheitszellen mo¨glichst parallel zur Spannungsrichtung liegen. Da-
bei ist die Polarisationsrichtung nicht festgelegt, so dass sich die Polarisation der
einzelnen Doma¨nen auf makroskopischer Ebene aufhebt und sich damit in der
Keramik ein nicht polarisierter Zustand einstellt. Diesem in Abbildung 3.7 idea-
lisiert dargestellten Verlauf der Spannungs-Dehnungs-Linie steht bei praktischen
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Abb. 3.7: Spannungs-Dehnungs-Diagramm einer unpolarisierten Keramik infolge Zug-
spannung (links) und Druckspannung (rechts). Die Orientierung der c-Achsen wird
vereinfacht dargestellt.
Zugversuchen jedoch das spro¨de Materialverhalten der Keramik gegenu¨ber, wel-
ches dazu fu¨hrt, dass die Probe oft bereits vor Erreichen der maximalen Dehnung
zersto¨rt wird.
Eine ausreichend große Druckbelastung bewirkt, dass sich die c-Achsen der Ein-
heitszellen senkrecht zu der Richtung der mechanischen Spannung orientieren.
Auch in diesem Fall ist die Richtung der Polarisation bei den Umklapp-Vorga¨ngen
nicht festgelegt, so dass sich hier wiederum ein nicht polarisierter Zustand in der
Keramik einstellt.
In Abbildung 3.7 fa¨llt auf, dass der Betrag der remanenten Dehnung bei einer auf-
gebrachten Zugspannung etwa doppelt so groß ist wie bei einer Druckbelastung,
siehe hierzu auch Landis [100]. Diese Unsymmetrie, die von Fett et al. [51] ex-
perimentell untersucht wurde, kann anschaulich interpretiert werden. Hierzu wird
angenommen, dass in einer thermisch depolarisierten Keramik die Orientierung
der Doma¨nen gleichma¨ßig verteilt ist. Eine Aufteilung auf die drei Achsen eines
rechtwinkligen Koordinatensystems ergibt, dass jeweils ein Drittel der c-Achsen
in Richtung einer Koordinatenachse orientiert ist. Da sich bei einer Zugbean-
spruchung die c-Achsen parallel zur Spannungsrichtung ausrichten, ko¨nnen hier
zwei Drittel der Doma¨nen durch Umklapp-Prozesse einen Beitrag zur remanen-
ten Dehnung liefern. Bei einer Druckbelastung klappen die Doma¨nen senkrecht
zur Spannungsrichtung, was bedeutet, dass nur ein Drittel der Doma¨nen dazu
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Abb. 3.8: Mechanische Depolarisation einer gepolten Keramik, die mit einer Druck-
spannung parallel zur Polarisationsrichtung belastet wird.
beitragen kann. Entsprechend Abbildung 3.7 ergibt sich damit ein Verha¨ltnis der
remanenten Dehnungen bei Zug- und Druckbelastung von zwei zu eins.
Mechanische Depolarisation
Im Unterschied zum vorangegangenen Abschnitt wird nun eine gepolte Kera-
mik betrachtet, die mit einer mechanischen Druckspannung parallel zur Pola-
risationsrichtung belastet ist. Der qualitative Verlauf des Spannungs-Dehnungs-
Diagramms entspricht in diesem Fall dem einer ungepolten Keramik, wie in Ab-
bildung 3.7 bereits dargestellt wurde. Bei hinreichend kleiner Belastung kann
ein linear-elastisches Materialverhalten beobachtet werden, welches bei Erreichen
der Koerzitivspannung durch die mechanisch induzierten Umklapp-Prozesse seine
Linearita¨t verliert. Allerdings ist zu erkennen, dass die remanente Dehnung bei
einer gepolten Keramik deutlich gro¨ßer ist als bei einer ungepolten Keramik, siehe
Kamlah [85]. Diese Tatsache kann damit erkla¨rt werden, dass bei einer gepolten
Keramik alle Doma¨nen senkrecht zur Spannungsrichtung umklappen ko¨nnen, und
damit mehr Doma¨nen einen Beitrag zur remanenten Dehnung liefern, als dies bei
der ungepolten Keramik der Fall ist.
In Abbildung 3.8 ist die A¨nderung der Polarisation ∆ ~P bei zunehmender Druck-
spannung σ dargestellt. Auch hier zeigt sich ein linearer Zusammenhang, so-
lange die Belastung klein ist. Bei einer Steigerung der Druckspannung setzen die
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Abb. 3.9: Unterschiedliche Dehnungszusta¨nde bei einer thermisch depolarisierten Ke-
ramik (links), nach deren Polung (Mitte) und der darauf folgenden mechanischen De-
polarisation (rechts) [137].
Umklapp-Prozesse ein, wobei sich die Doma¨nen senkrecht zur Belastungsrichtung
ausrichten. Da hierbei keine Orientierung in eine bestimmte Richtung stattfindet,
fu¨hrt dies zu einer Abnahme der remanenten Polarisation in der Keramik. In die-
sem Zusammenhang wird deshalb auch von einer mechanischen Depolarisation
der Keramik gesprochen. Nach Landis [101] kann eine piezoelektrische Keramik
jedoch nicht vollsta¨ndig mechanisch depolarisiert werden, auch nach der Ent-
lastung verbleibt ein gewisser Anteil der remanenten Polarisation innerhalb des
Materials.
Ein weiterer Effekt ist ebenfalls bei der mechanischen Depolarisation einer zuvor
gepolten Probe zu beobachten. Wird, wie in Abbildung 3.9 dargestellt ist, eine
ungepolte Keramik zuna¨chst durch ein elektrisches Feld gepolt, und anschlie-
ßend durch eine Druckspannung depolarisiert, so besitzt die Keramik sowohl im
Anfangs- als auch im Endzustand keine makroskopische Polarisation, jedoch ver-
schieden große Dehnungen. Folglich ist in diesem Fall keine eindeutige Zuordnung
zwischen dem Dehnungs- und dem Polarisationszustand des Materials mo¨glich.
3.3.3 Elektromechanisch gekoppelte Belastung
Die Beschreibung der Hysteresepha¨nomene aus den beiden vorangegangenen Ab-
schnitten beschra¨nken sich jeweils auf rein elektrische oder rein mechanische
Belastungsgeschichten. Treten nun elektrische und mechanische Beanspruchun-
gen gleichzeitig auf, dann ko¨nnen die ferroelektrischen und die ferroelastischen
Doma¨nenprozesse nicht mehr getrennt voneinander betrachtet werden.
Fang [50], Lynch [107] und Zhou [177] untersuchen in ihren Arbeiten den Ein-
fluss einer zusa¨tzlichen mechanischen Druckspannung auf die dielektrische Hyste-
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rese und auf die Schmetterlingshysterese einer piezoelektrischen Keramik. Dabei
zeigt sich, dass sich die Hysteresen mit steigender Druckspannung zunehmend
schwa¨cher ausbilden. Dies kann damit erkla¨rt werden, dass eine solche mecha-
nische Belastung eine Ausrichtung der Doma¨nen parallel zum elektrischen Feld
erschwert. Infolge dieser Behinderung der Umklapp-Prozesse stellt sich auf ma-
kroskopischer Ebene eine geringere remanente Polarisation, sowie eine kleinere
remanente Dehnung ein, was weniger deutlich ausgebildete Hysterese-Kurven zur
Folge hat.
In analoger Weise wird auch der Einfluss eines vorhandenen elektrischen Fel-
des auf den Vorgang der mechanischen Depolarisation ersichtlich, siehe hierzu
Scha¨ufele [137] und Zhou [177]. Ein elektrisches Feld, das in gleicher Rich-
tung auf eine Keramik wirkt, wie die remanente Polarisation, fu¨hrt im Vergleich
zum unbelasteten Zustand zu einer Erho¨hung der Koerzitiv-Spannung σc. Die
Ausrichtung der Doma¨nen wird also stabilisiert. Dagegen fu¨hrt ein entgegenge-
setztes elektrisches Feld dazu, dass die Umklapp-Prozesse fru¨her als im unbelaste-
ten Zustand einsetzen, die Koerzitiv-Feldsta¨rke σc wird in diesem Fall verringert.
Dabei ist der Zusammenhang zwischen der elektrischen Feldsta¨rke und dem Wert
der Koerzitiv-Spannung na¨herungsweise linear, wie Scha¨ufele & Ha¨rdtl [138]
durch experimentelle Untersuchungen an PZT-Keramiken zeigen konnten.
3.4 Konstitutive Beziehungen fu¨r piezoelektrische Werk-
stoffe
Nachdem die Eigenschaften der piezoelektrischen Werkstoffe in den vorangegan-
gen Abschnitten qualitativ diskutiert wurden, wird nun ein Stoffgesetz entwickelt,
um dieses Materialverhalten entsprechend abzubilden. Hierbei erfolgt zuna¨chst
eine Darstellung der linearen konstitutiven Beziehungen, die sich aus der Be-
trachtung der thermodynamischen Grundgleichungen ergeben. Anschließend wird
diskutiert, wie dieses lineare Stoffgesetz erweitert werden kann, um damit Nicht-
linearita¨ten infolge von ferroelektrischen Doma¨nenprozessen zu erfassen.
3.4.1 Thermodynamische Motivation des linearen Stoffgesetzes
Die konstitutiven Gleichungen fu¨r lineare Piezoelektrizita¨t lassen sich mit Hilfe
der thermodynamischen Grundgleichungen motivieren. Der erste Hauptsatz der
Thermodynamik
dU = dQ+ dW (3.1)
sagt aus, dass die A¨nderung der inneren Energie dU in einem Volumen gleich
der Wa¨rmea¨nderung dQ und der an diesem Volumen verrichteten Arbeit dW
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ist. Die Arbeit beinhaltet bei der hier zu untersuchenden Problemstellung einen
mechanischen und einen elektrischen Anteil
dW = S : dE + ~E · d ~D . (3.2)
Mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik dQ = θ dσ wird die A¨nderung
der Wa¨rme in Relation zur Temperatur θ und der A¨nderung der Entropie σ
betrachtet. Mit dieser Beziehung und unter Beru¨cksichtigung von Gl. (3.2) kann
der erste Hauptsatz der Thermodynamik nach Gl. (3.1) umgeformt werden
dU = θ dσ + S : dE + ~E · d ~D . (3.3)
Als thermodynamische Potentialfunktion wird nun die elektrische Enthalpie H
eingefu¨hrt, fu¨r die gilt
H = U − ~E · ~D . (3.4)
Die differentielle Form der elektrischen Enthalpie lautet
dH = dU − ~E · d ~D − ~D · d ~E , (3.5)
die mit Gl. (3.3) und der Voraussetzung, dass nur isotherme Vorga¨nge behandelt
werden, in den Ausdruck
dH = S : dE − ~D · d ~E (3.6)
u¨berfu¨hrt wird. Die elektrische Enthalpie H = H(E, ~E) ist folglich eine Funktion
der Verzerrungen und des elektrischen Feldes. Dieser funktionale Zusammenhang
fu¨hrt auf die allgemeine Darstellung der differentiellen Formulierung von H
dH =
∂H
∂E
: dE +
∂H
∂ ~E
· d ~E . (3.7)
Aus dem Gleichsetzen von Gl. (3.6) und Gl. (3.7) resultiert die Beziehung(
S − ∂H
∂E
)
: dE +
(
− ~D − ∂H
∂ ~E
)
· ~E = 0 , (3.8)
die fu¨r beliebige Werte von dE bzw. d ~E gelten muss. Aus den beiden in Klam-
mern stehenden Ausdru¨cken folgt der Zusammenhang zwischen der elektrischen
Enthalpie H und den mechanischen Spannungen S bzw. den dielektrischen Ver-
schiebungen ~D
S =
∂H
∂E
∣∣∣∣∣
~E
bzw. ~D = −∂H
∂ ~E
∣∣∣∣∣
E
. (3.9)
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Zur Bestimmung eines geeigneten Ansatzes fu¨r die elektrische Enthalpie wird eine
Taylorreihe fu¨r H nach den beiden unabha¨ngigen Variablen E und ~E entwickelt,
siehe Ikeda [77] oder Maugin et al. [111]. Unter Beru¨cksichtigung eines linearen
Materialverhaltens und mit der Annahme, dass der Ausgangszustand belastungs-
frei ist, resultiert aus der Taylorreihe der folgende Ansatz
H =
1
2
E :
∂ 2H
∂E ∂E
: E +E :
∂ 2H
∂E ∂ ~E
· ~E + 1
2
~E · ∂
2H
∂~E ∂ ~E
· ~E . (3.10)
Die partiellen Ableitungen von H in Gl. (3.10) ko¨nnen als Materialtensoren iden-
tifiziert werden, die wie folgt definiert sind
 
:=
∂ 2H
∂E ∂E
=
∂S
∂E
∣∣∣∣∣
~E
(3.11)
 := − ∂
2H
∂E ∂ ~E
=
∂ ~D
∂E
= − ∂S
∂ ~E
(3.12)
² := − ∂
2H
∂~E ∂ ~E
=
∂ ~D
∂ ~E
∣∣∣∣∣
E
. (3.13)
Hierbei ist
 
der vierstufige Elastizita¨tstensor,  ist der dreistufige piezoelek-
trische Tensor, und ² ist der zweistufige Tensor der elektrischen Permittivita¨t.
Die Potentialfunktion kann nun unter Beru¨cksichtigung der Beziehungen (3.11) -
(3.13) in folgender Form dargestellt werden
H =
1
2
E :
 
: E −E :  · ~E − 1
2
~E · ² · ~E . (3.14)
Durch die Anwendung von Gl. (3.14) in den Definitionen (3.9) fu¨r die mechanische
Spannung S und fu¨r die dielektrischen Verschiebungen ~D resultieren die beiden
Ausdru¨cke
S =
 
: E −  · ~E
~D =  T : E + ² · ~E
, (3.15)
die den konstitutiven Gleichungen fu¨r ein lineares piezoelektrisches Material unter
Vernachla¨ssigung von thermischen Einflu¨ssen entsprechen. In diesem Fall fungie-
ren die Verzerrungen E und das elektrische Feld ~E als freie Variablen, wa¨hrend
die mechanischen Spannungen S und die dielektrischen Verschiebungen ~D die
abha¨ngigen Gro¨ßen darstellen. Durch die Verwendung von anderen thermody-
namischen Potentialfunktionen anstelle der elektrischen Enthalpie H folgen die
konstitutiven Gleichungen in einer gleichwertigen Form, jedoch ergeben sich an-
dere Zuordnungen zwischen den freien und den abha¨ngigen Gro¨ßen. Die entspre-
chenden Zusammenha¨nge werden von Ikeda [77] und von Rosen et al. [131]
detailliert dargestellt.
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3.4.2 Nichtlineares Stoffgesetz
Zur Beru¨cksichtigung von nichtlinearen Materialeigenschaften kann die Taylorrei-
henentwicklung nach Gl. (3.10) um zusa¨tzliche Terme ho¨herer Ordnung erweitert
werden, siehe z.B. Hall [67], Joshi [83] oder Lammering et al. [96]. Daraus re-
sultieren weitere Materialparameter, deren Werte zusa¨tzlich zu bestimmen sind.
Diese Vorgehen wird z.B. zur analytischen Betrachtung der Nichtlinearita¨ten von
α-Quarz verwendet. Entsprechende Materialparameter ho¨herer Ordnung sind bei
Maugin [111] aufgefu¨hrt. Bei der Charakterisierung von piezoelektrischen Kera-
miken bestehen jedoch Schwierigkeiten, die entsprechenden ho¨herwertigen Mate-
rialparameter zu identifizieren, so dass dieses Verfahren hier eine untergeordnete
Rolle spielt, siehe Simkovics [142].
Die Alternative zu dieser Vorgehensweise, die auch in dieser Arbeit weiter ver-
folgt wird, besteht darin, das nichtlineare Materialverhalten durch belastungs-
abha¨ngige Modifikationen der linearen Materialparameter abzubilden. Dies hat
zur Konsequenz, dass die Materialtensoren
 
,  und ² im nichtlinearen Fall nicht
mehr konstant sind, sondern im allgemeinen Fall Funktionen der freien Variablen
E und ~E darstellen.
Das Stoffgesetz kann unter Beru¨cksichtigung der in Abschnitt 3.3 diskutierten,
irreversiblen Anteile formuliert werden
S =
 
(~E) : (E −Ei)−  (~E) · ~E
~D − ~P i(~E) =  (~E)T : (E −Ei) + ²(~E) · ~E .
(3.16)
Im Hinblick auf das Materialmodell, das im na¨chsten Kapitel behandelt wird,
und das auf ferroelektrische Hysteresen beschra¨nkt ist, wird hier bereits ver-
einfacht angenommen, dass die Materialtensoren ausschließlich eine funktionale
Abha¨ngigkeit von der freien Variable ~E besitzen. Da weiterhin ein Zusammen-
hang zwischen der Gro¨ße ~E und der irreversiblen Polarisation ~P
i
besteht, ko¨nnen
die Beziehungen aus Gl. (3.16) alternativ in der Form
S =
 
(~P
i
) : (E −Ei)−  (~P i) · ~E
~D − ~P i =  (~P i)T : (E −Ei) + ²(~P i) · ~E .
(3.17)
dargestellt werden. Die Modifikation der konstitutiven Gleichungen erfolgt in die-
ser Arbeit mit dem skalaren Preisach-Modell, das im na¨chsten Kapitel ausfu¨hrlich
behandelt wird.
Das in praktischen Anwendungen genutzte, lineare piezoelektrische Stoffgesetz
nach Gl. (3.15) entspricht einer Linearisierung der nichtlinearen Materialtenso-
ren am Arbeitspunkt der Hysterese. Dieser liegt im Schnittpunkt der Hysterese-
Kurve mit der vertikalen Achse, und entspricht bei einem vollsta¨ndig gepolten
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~E3
~D3
²33
~E3
ε33

333
Abb. 3.10: Die gestrichelten Linien an den beiden Hysterese-Kurven verdeutlichen
die linearen konstitutiven Beziehungen, die bei entsprechend kleinen Belastungen als
hinreichend genau betrachtet werden ko¨nnen.
Material den Sa¨ttigungswerten der Gro¨ßen ~P
i
bzw. Ei. In Abbildung 3.10 sind
die entsprechenden Linearisierungen der dielektrischen Hysterese und der Schmet-
terlingshysterese dargestellt. Mit den in den beiden Diagrammen aufgetragenen
Gro¨ßen entsprechen die Steigungen der Tangenten den linearen Materialparame-
tern ²33 und  333.
Neben den hier behandelten materiellen Nichtlinearita¨ten, die bei hohen elek-
trischen bzw. mechanischen Belastungen auftreten, ko¨nnen bei piezoelektrischen
Werkstoffen weitere nichtlineare Effekte beobachtet werden. Hier sind u. a. die
Temperatur und die Belastungsfrequenz [67], Geschwindigkeitseffekte [85, 137] so-
wie Alterungsprozesse [42, 106] zu beachten, die im Rahmen dieser Arbeit nicht
weiter beru¨cksichtigt werden.
3.5 Piezoelektrisches Stoffgesetz der Stabtheorie
Die Annahme eines ebenen Spannungszustandes im Rahmen der Stabtheorie er-
fordert eine entsprechende Modifikation des dreidimensionalen Stoffgesetzes nach
Gl. (3.17). Bevor dies im Detail diskutiert wird, erfolgt zur Vereinfachung der
Notation ein Wechsel von der Tensor- in die Matrixschreibweise.
Zu diesem Zweck werden die Symmetrieeigenschaften des 2. Piola-Kirchoffschen
Spannungstensors S und des Greenschen VerzerrungstensorsE ausgenutzt. Somit
lassen sich unter Beibehaltung der Notation beide Gro¨ßen als Vektoren darstellen
E = [E11, E22, E33, 2E12, 2E23, 2E31]
T
S = [S11, S22, S33, S12, S23, S31]
T .
(3.18)
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Fu¨r die vier- bzw. dreistufigen Materialtensoren
 
und  ergeben sich durch die
Beru¨cksichtigung der Symmetrieeigenschaften folgende Transformationen in die
Matrix-Schreibweise

ijkl =

pq bzw.  ikl =  ip , (3.19)
wobei die Indizierung der einzelnen Komponenten durch die Zuordnung nach
Tabelle 3.1 festgelegt wird, siehe z.B. Thiersten [157]. Der zweistufige Tensor
der elektrischen Permittivita¨t ² ist von dieser Transformation nicht betroffen.
Das wesentliche geometrische Merkmal einer stabfo¨rmigen Struktur besteht dar-
in, dass eine Abmessung L bedeutend gro¨ßer ist, als die beiden anderen Abmes-
sungen b und h. Infolge dieser speziellen Geometrie wird in der Stabtheorie ein
vereinfachter, ebener Spannungszustand angenommen, in dem die Komponenten
[S22, S33, S23]
T gleich Null sind. Hierbei ist die Koordinate ξ1 in Richtung der
Stabachse orientiert, die Koordinaten ξ2 und ξ3 spannen die Querschnittsebene
auf, siehe auch Abbildung 6.1.
Da sich die innere Arbeit eines Systems durch diese Annahme nicht a¨ndern darf,
ist eine Anpassung des Stoffgesetzes nach Gl. (3.17) durch eine statische Konden-
sation erforderlich. Hierzu werden die konstitutiven Beziehungen in der Form SbSk
~D − ~P i
 =

 
b
 
bk −  b
  T
bk
 
k −  k
 T
b
 T
k ²

EbEk
~E
 (3.20)
zusammengefasst. Dabei erfolgt eine Aufspaltung der mechanischen Gro¨ßen
S und E, und der Materialtensoren
 
und  . Die Spaltenmatrix Sb =
[S11, S12, S13]
T entha¨lt diejenigen Spannungskomponenten, welche in einer Stab-
formulierung auftreten, wa¨hrend in dem Vektor Sk = [S22, S33, S23]
T die ver-
nachla¨ssigbaren Spannungskomponenten zusammengefasst sind. Die Verzerrun-
gen werden entsprechend in Eb = [E11, 2E12, 2E13]
T bzw. Ek = [E22, E33, 2E23]
T
aufgeteilt.
Mit der Annahme Sk = 0 kann die zweite Zeile in Gl. (3.20) nach Ek aufgelo¨st,
und in die beiden verbleibenden Gleichungen eingesetzt werden. Die daraus fol-
gende Elimination der Verzerrungskomponente Ek aus den konstitutiven Glei-
ij oder kl 11 22 33 12 oder 21 23 oder 32 13 oder 31
p oder q 1 2 3 4 5 6
Tab. 3.1: Zuordnung der Indizes bei Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften.
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chungen fu¨hrt auf ein modifiziertes piezoelektrische Stoffgesetz in der Form
Sb = (
 
b −   bk   −1k
  T
bk)Eb − (  b −
 
bk
  −1
k

k) ~E
~D − ~P i = (  Tb −  Tk
  −1
k
  T
bk)Eb + (²+
 T
k
  −1
k

k) ~E .
(3.21)
Aus den Beziehungen nach Gl. (3.21) folgen die Definitionen der kondensierten
Materialmatrizen ˜
 
, ˜ und ²˜
˜  :=
 
b −   bk   −1k
  T
bk
˜ :=  b −   bk   −1k  k
˜ T :=  Tb −  Tk
  −1
k
  T
bk
²˜ := ²+  Tk
  −1
k

k ,
(3.22)
die in dem Stoffgesetz der piezoelektrischen Stabformulierung in Kapitel 5 und 6
beru¨cksichtigt werden.
Mit Hilfe der statischen Kondensation lassen sich somit die Spannungskomponen-
ten Sk aus dem Stoffgesetz eliminieren. Die entsprechenden Verzerrungsanteile
Ek sind dagegen ungleich Null und ko¨nnen aus dem Stoffgesetz zuru¨ckgerechnet
werden, siehe Beispiel 7.2.1. Dies steht jedoch im Widerspruch zu der klassischen
Annahme der Stabtheorie, die eine konstante Form des Querschnitts und somit
Ek = 0 voraussetzt, siehe Abschnitt 6.1. Dieses Problem la¨sst auch auf andere
Strukturen wie z.B. Platten und Schalen u¨bertragen, und kann bei Bedarf durch
das Einfu¨hren zusa¨tzlicher Freiheitsgrade behoben werden.
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4 Beschreibung ferroelektrischer Hysteresen
mit dem Preisach-Modell
Das Preisach-Modell wurde im Jahr 1935 von seinem Namensgeber F. Preisach
[128] entwickelt, um damit Hysterese-Effekte in magnetischen Werkstoffen pha¨no-
menologisch zu beschreiben. In den sechziger Jahren diskutierte Everett [49]
dieses Modell, um damit Adsorpions-Vorga¨nge abzubilden. Dabei stellte er fest,
dass die grundlegende Idee dieses Modells nicht auf Magnetisierungspha¨nome-
ne beschra¨nkt ist. In den achtziger Jahren konnte der Mathematiker Krasno-
sel´skii [94] zeigen, dass das Preisach-Modell ein allgemeines, grundlegendes
mathematisches Modell zur Beschreibung von Hysterese-Pha¨nomenen beinhal-
tet, welches komplett von physikalischen Interpretationen separiert werden kann.
Diese Erkenntnis hat es ermo¨glicht, das Preisach-Modell als Werkzeug zur Be-
schreibung von unterschiedlichen Hysterese-Pha¨nomenen zu etablieren, wie z.B.
bei der Magnetostriktion [22, 129] oder der Supraleitung [53]. Eine allgemeine und
ausfu¨hrliche Behandlung des Preisach-Modells ist bei Mayergoyz [113] oder bei
Smith [145] zu finden.
Wa¨hrend sich das Preisach-Modell bereits seit la¨ngerer Zeit zur Modellierung von
magnetischen Hysteresen bewa¨hrt hat, wurde die erste Publikation, in der das
ferroelektrische Verhalten mit dem Preisach-Modell abgebildet wird, von Sre-
eran et al. [149] erst im Jahr 1993 vero¨ffentlicht. In der Arbeit von Hughes &
Wen [71] zeigt der Vergleich mit Versuchsdaten, dass das Preisach-Modell ge-
eignet ist, um die wesentlichen Hysterese-Eigenschaften einer piezoelektrischen
Keramik abzubilden. Pasco & Berry [124] sowie Yu et al. [175] nutzen das
Preisach-Modell in einem uni-axialen Ansatz zur Modellierung der dielektrischen
Hysterese. In der Arbeit von Simkovics et al. [143] werden materielle Nichtlinea-
rita¨ten bei Anwendungen mit hochfrequenten Schwingungen mit dem Preisach-
Modell beru¨cksichtigt. Durch die Modifizierung des klassischen Preisach-Modells
ko¨nnen Freeman & Joshi [52] zwei Eingangsgro¨ßen beru¨cksichtigen, und mit
gewissen Einschra¨nkungen sowohl ferroelektrisches, als auch ferroelastisches Ma-
terialverhalten abbilden.
Die Vorteile des Preisach-Modells bestehen in der einfachen Implementierung in
einen Finite-Element-Algorithmus, bei der auch die Belastungsgeschichte beru¨ck-
sichtigt wird. Die nichtlineare Berechnung erfordert nur wenige Iterationsschrit-
te, die eine hohe numerische Stabilita¨t besitzen. Der wichtigste Parameter dieses
Modells ist die Preisach-Funktion, siehe Abschnitt 4.1.1, fu¨r deren Bestimmung
entsprechende Identifikations-Prozeduren zur Verfu¨gung stehen [38, 78, 113]. Ne-
ben der Preisach-Funktion sind nur noch eine geringe Anzahl weiterer, physika-
lisch interpretierbarer Parameter erforderlich, um eine Hysterese komplett zu be-
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schreiben. Nachteilig wirkt sich bei dem klassischen Preisach-Modell aus, dass nur
eine skalare Eingangsgro¨ße betrachtet werden kann. Hierzu werden von Mayer-
goyz [113] verschiedene Mo¨glichkeiten vorgeschlagen, um diese Einschra¨nkung
zu beheben.
4.1 Beschreibung des klassischen Preisach-Modells
4.1.1 Mathematische Formulierung
Zur Wahrung des allgemeinen Charakters des Preisach-Modells wird in diesem
Abschnitt zuna¨chst die allgemeine Formulierung nachMayergoyz [113] benutzt,
die dann in Kapitel 4.2 fu¨r die Betrachtung von ferroelektrischen Hysteresen spe-
zifiziert wird.
Die grundlegende Idee des Preisach-Modells besteht in der Annahme, dass eine
Hysterese-Kurve durch die Superposition von unendlich vielen Elementarhystere-
sen γαβ beschrieben werden kann. Jeder dieser Operatoren γαβ entspricht hierbei
einer einfachen rechteckigen Schleife eines Input-Output-Diagramms wie es in Ab-
bildung 4.1 dargestellt ist. Die Ausgangsgro¨ße γαβ(u) einer Elementarhysterese
kann nur die beiden Werte +1 oder −1 annehmen. Wird die Eingangsgro¨ße u(t)
monoton gesteigert, dann durchla¨uft die Elementarhysterese den Pfad ABCDE.
Dabei entspricht α dem sogenannten up-switching-Wert, bei dem die Ausgangs-
gro¨ße ihren Wert von −1 nach +1 a¨ndert. Bei der monotonen Verminderung von
u(t) wird der obere Pfad EDFBA der Hysterese durchlaufen, hier entspricht β,
dem down-switching-Wert, bei dem die Ausgangsgro¨ße von +1 nach −1 wechselt.
β α
1
−1
γαβ(u)
u(t)
A B C
D EF
Abb. 4.1: Input-Output-Diagramm einer Elementarhysterese.
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Die einzelnen Elementarhysteresen unterscheiden sich darin, dass sie verschiede-
ne Werte fu¨r die Gro¨ßen α bzw. β besitzen. Dabei ko¨nnen sowohl α als auch β
positiv oder negativ sein, es muss jedoch gelten α ≥ β.
Die globale Ausgangsgro¨ße f(t) fu¨r einen bestimmten Eingangswert von u(t) wird
durch die Superposition der Ausgangsgro¨ßen aller Elementarhysteresen berech-
net. Dies erfolgt durch die Integration
f(t) =
∫∫
α≥β
µ(α, β) γαβ(u(t)) dα d β (4.1)
u¨ber die Ausgangsgro¨ßen aller Operatoren γαβ(u(t)). Der Ausdruck µ(α, β) wird
als die Preisach-Funktion bezeichnet, und entspricht einem Wichtungsfaktor fu¨r
die einzelnen Operatoren. Fu¨r die Integration von µ(α, β) u¨ber alle Elementarhys-
teresen muss die Bedingung ∫∫
α≥β
µ(α, β) dα d β = 1 (4.2)
erfu¨llt sein. Daraus folgt die Eigenschaft der Sa¨ttigung des Preisach-Modells. Die
resultierende globale Ausgangsgro¨ße f(t) bei positiver Sa¨ttigung f+, d.h. wenn
fu¨r alle Elementarhysteresen gilt γαβ = +1, ist gleich dem negativen Wert der
resultierende Ausgangsgro¨ße bei negativer Sa¨ttigung f−
f+ = −f− . (4.3)
Die grundlegende Funktionsweise des Preisach-Modells kann mit Hilfe einer
geometrischen Interpretation verdeutlicht werden. Hierzu wird die Preisach-
Halbebene mit α ≥ β eingefu¨hrt, wobei auf der horizontalen Achse die Werte
fu¨r β und auf der vertikalen Achse die Werte fu¨r α aufgetragen werden. Mit der
Normierung der Eingangsgro¨ße gilt −1 ≤ α ≤ 1 und −1 ≤ β ≤ α, woraus sich
das in Abbildung 4.2 grau unterlegte Dreieck als Definitionsbereich S der Ele-
mentarhysteresen ergibt. Die Preisach-Funktion kann unter Beru¨cksichtigung des
Gebietes S in der Form
µ(α, β) =
{
µ(α, β) ; fu¨r − 1 ≤ α ≤ 1, −1 ≤ β ≤ α
0 ; sonst
(4.4)
definiert werden. Innerhalb von S wird nun jedem Punkt derjenige Operator γαβ
zugeordnet, dessen α- und β-Werte den Koordinaten des jeweiligen Punktes ent-
sprechen. Zur Veranschaulichung dieser Zuordnung sind in Abbildung 4.2 drei
Elementarhysteresen mit den jeweiligen Positionen in der Preisach-Ebene darge-
stellt.
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a
b
=
 -
1
-1
-1 1
-1 1
-1 1
-1 1
a
b
=
β
α
S
Fall 1:
α = 0.75
β = −0.25
Fall 2:
α = 0.50
β = −0.50
Fall 3:
α = −0.50
β = −0.50
Abb. 4.2: Positionierung der Elementarhysteresen in der Preisach-Ebene.
Die Preisach-Funktion µ(α, β), die als Wichtungsfaktor der einzelnen Hysteresen
dient, kann ebenfalls in der Preisach-Ebene als Funktion der Koordinaten α und β
dargestellt werden. In Abbildung 4.3 ist hierfu¨r eine beliebige Wichtungsfunktion
µ(α, β) u¨ber die Koordinaten α und β aufgetragen. Hieraus wird ersichtlich, dass
die Wichtungsfunktion den einzelnen Elementarhysteresen u¨ber die Koordinaten
α und β eindeutig zugeordnet werden kann.
Unter Beru¨cksichtigung der Preisach-Funktion aus Abbildung 4.3 hat z.B. der
β
α
Fall 1
Fall 2
Fall 3
µ
(α
,β
)
Abb. 4.3: Darstellung einer beliebigen Wichtungsfunktion µ(α, β) in der Preisach-
Ebene und Zuordnung zu den Elementarhysteresen aus Abbildung 4.2.
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u
1
α
β
S+
S−
Abb. 4.4: Steigerung der Eingangsgro¨ße
auf den Wert u1.
u
1
u
2
α
β
S+
S−
Abb. 4.5: Verminderung der Eingangs-
gro¨ße auf den Wert u2.
Ausgangswert γαβ der Hysterese mit α = β = −0.5 aus Abbildung 4.2 eine
Wichtung von Null, und somit keinen Einfluss auf die Berechnung des globalen
Wertes f(t) nach Gl. (4.1). Dagegen besitzt der Ausgangswert des Operators mit
α = −β = 0.5 aufgrund seiner starken Wichtung eine relativ große Bedeutung
bei der Berechnung von f(t).
Im Weiteren wird die Behandlung der Eingangsgro¨ße u(t) in der Preisach-
Halbebene erla¨utert. Hierbei wird als Ausgangssituation angenommen, dass die
Ausgangswerte aller Operatoren γαβ gleich −1 sind. Wird nun die Eingangsgro¨ße
u(t) auf den Wert u1 gesteigert, so a¨ndern alle Elementarhysteresen, deren α-Wert
kleiner als u1 ist, ihren Ausgangswert auf +1. Damit wird der Definitionsbereich
S in die beiden Abschnitte S+ und S− unterteilt, in denen fu¨r alle darin enthalte-
nen Operatoren gilt γαβ = +1 bzw. γαβ = −1, siehe Abbildung 4.4. Ein steigender
Eingangswert wird im Preisach-Diagramm folglich als eine Linie dargestellt, die
sich parallel zur horizontalen Achse bewegt, und welche die Grenze zwischen S+
und S− definiert. Wird die Eingangsgro¨ße von u1 nach u2 verringert, dann a¨ndern
alle Elementarhysteresen, deren β-Wert gro¨ßer als u2 ist, ihren Ausgangswert auf
−1. Aus Abbildung 4.5 geht hervor, das ein fallendes Eingangssignal als eine
Linie zwischen S+ und S− interpretiert wird, die parallel zur vertikalen Achse
wandert. Eine erneute Steigerung von u(t) auf den Wert u3 mit u3 < u1 und die
anschließende Verminderung auf u4 mit u4 > u2 fu¨hrt auf das in Abbildung 4.6
dargestellte Preisach-Diagramm.
Die sich abwechselnden lokalen Extremwerte der steigenden bzw. fallenden Ein-
gangsgro¨ße fu¨hren zu einer treppenfo¨rmigen Trennlinie zwischen S+ und S−. Da-
bei stellt eine horizontale Linie immer ein lokales Maximum Mk bei steigendem
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m1 M2
m2
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β
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S−
Abb. 4.6: Preisach-Diagramm nach der
Verminderung der Eingangsgro¨ße auf u4.
u3
u4
u1
u2
M1
m1
m2
M2
t
u(t)
Abb. 4.7: Belastungsgeschichte mit den
lokalen Extremwerten u1 - u4.
Eingangswert dar, eine vertikale Linie entspricht dagegen einem lokalen Minimum
mk bei fallendem Eingangswert.
Damit besitzt das Preisach-Modell die fu¨r nichtlineare Materialmodelle wichtige
Eigenschaft, die Belastungsgeschichte zu speichern, und diese bei der Berechnung
des aktuellen Ausgangswertes zu beru¨cksichtigen. In den Abbildungen 4.6 und 4.7
ist ein mo¨glicher Verlauf der Belastung mit dem zugeho¨rigen Preisach-Diagramm
dargestellt.
Eine weitere Eigenschaft des Preisach-Modells ist die sogenannte wiping-out pro-
perty. Sie sagt aus, dass jedes aktuelle, relative Maximum eines steigenden Ein-
gangswertes im Preisach-Diagramm all jene Stufen auslo¨scht, deren α-Werte klei-
ner sind als dieses aktuelle Maximum. Diese Eigenschaft ist in Abbildung 4.8
illustriert. Entsprechend gilt auch, dass jedes aktuelle Minimum eines fallenden
Eingangswertes all jene Stufen auslo¨scht, deren β-Werte gro¨ßer sind als dieses
Minimum, siehe Abbildung 4.9.
4.1.2 Numerische Implementierung
Basierend auf den zuvor diskutierten Eigenschaften des Preisach-Modells wird in
diesem Abschnitt die entsprechende numerische Umsetzung behandelt. Sie bildet
die Grundlage fu¨r die spa¨ter folgende Implementierung in die Finite-Element-
Formulierung.
Durch die Unterteilung des Definitionsbereichs S in die Gebiete S+ und S− kann
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u
5
α
β
S+
S−
Abb. 4.8: Preisach-Diagramm nach der
Erho¨hung der Eingangsgro¨ße auf den
Wert u5, der gro¨ßer ist als alle vorheri-
gen lokalen Maxima.
u6
α
β
S+
S−
Abb. 4.9: Preisach-Diagramm nach der
Verminderung der Eingangsgro¨ße auf den
Wert u6, der kleiner ist als alle vorherigen
lokalen Minima.
das Integral zur Bestimmung von f(t) nach Gl. (4.1) in die Form
f(t) =
∫∫
S+(t)
µ(α, β) dα d β −
∫∫
S−(t)
µ(α, β) dα d β (4.5)
u¨berfu¨hrt werden. Der resultierende globale Ausgangswert f(t) entspricht damit
der Differenz der beiden Integrale u¨ber die Gebiete S+ und S− des Preisach-
Diagramms. Mit der Beziehung
F (α′, β′) =
∫∫
T (α′,β′)
µ(α, β) dα d β (4.6)
wird die Everett-Funktion F (α′, β′) definiert. Sie entspricht dem Integral von
µ(α, β) u¨ber die Dreiecksfla¨che T mit der Eck-Koordinate (α′, β′), wie aus Abbil-
dung 4.10 hervorgeht. Fu¨r die Integration u¨ber den gesamten Definitionsbereich
T (α0, β0) = S gilt entsprechend zu Gl. (4.2)
F (α0, β0) =
∫∫
T (α0,β0)
µ(α, β) dα d β = 1 . (4.7)
Aus dem vorangegangenen Abschnitt ist bekannt, dass aus der Belastungsge-
schichte eine treppenfo¨rmige Trennlinie zwischen den Gebieten S+ und S− re-
sultiert, wodurch das Gebiet S+ in eine endliche Anzahl von n trapezfo¨rmigen
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α
β
S+
S−
T (α′, β′)
(α0, β0)
β′
α′
Abb. 4.10: Definition der Dreiecksfla¨che
T (α′, β′) in der Preisach-Ebene.
α
β
S+
S−
(Mk,mk−1)
(Mk,mk)
Qk
Abb. 4.11: Aufteilung von S+ in ei-
ne endliche Anzahl von trapezfo¨rmigen
Fla¨chen Qk.
Fla¨chen Qk unterteilt werden kann. Die Berechnung des Integrals von µ(α, β)
u¨ber das Gebiet S+ la¨sst sich damit in eine Summe von n Integralen u¨ber die
Trapezfla¨chen Qk, k = 1...n u¨berfu¨hren
∫∫
S+
µ(α, β) dα d β =
n∑
k=1
∫∫
Qk
µ(α, β) dα d β , (4.8)
wie in Abbildung 4.11 dargestellt ist. Durch die Betrachtung einer solchen Tra-
pezfla¨che Qk als Differenz zweier Dreiecke kann das Integral u¨ber Qk auf der
rechten Seite von Gl. (4.8) aus der Differenz zweier Everett-Funktionen bestimmt
werden
∫∫
Qk
µ(α, β) dα d β =
∫∫
T (Mk,mk−1)
µ(α, β) dα d β −
∫∫
T (Mk,mk)
µ(α, β) dα d β .
(4.9)
Diese lassen sich mit der Definition nach Gl. (4.6) vereinfachend in folgender Form
angeben ∫∫
Qk
µ(α, β) dα d β = F (Mk,mk−1)− F (Mk,mk) . (4.10)
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Zur Berechnung des globalen Ausgangswertes f(t) wird die Beziehung (4.5) durch
Addition und Subtraktion des Integrals u¨ber S+ erweitert
f(t) =
∫∫
S+(t)
µ(α, β) dα d β −
∫∫
S−(t)
µ(α, β) dα d β
+
∫∫
S+(t)
µ(α, β) dα d β −
∫∫
S+(t)
µ(α, β) dα d β ,
(4.11)
und durch zusammenfassen des ersten und dritten Terms sowie des zweiten und
vierten Terms in die folgende Darstellung umgeformt
f(t) = −
∫∫
S
µ(α, β) dα d β + 2
∫∫
S+(t)
µ(α, β) dα d β . (4.12)
Unter Beru¨cksichtigung der Beziehungen (4.7), (4.8) und (4.10) kann die Glei-
chung (4.12) in eine fu¨r die numerischen Berechnung geeignete Form u¨berfu¨hrt
werden
f(t) = −F (α0, β0) + 2
n∑
k=1
(
F (Mk,mk−1)− F (Mk,mk)
)
. (4.13)
Zur Bestimmung des globalen Ausgangswertes f(t) ist es folglich mo¨glich, die In-
tegration nach Gl. (4.5) durch eine Summe von Differenzen der Everett-Funktion
nach Gl. (4.13) zu ersetzen.
Fu¨r eine effiziente Berechnung von f(t) nach Gl. (4.13) wird die Everett-Funktion
einmal zur Beginn der Berechnung fu¨r definierte Stu¨tzstellen ausgewertet. Die
Bestimmung von F (α, β) an der jeweils aktuellen Position (α, β) in der Preisach-
Ebene erfolgt durch eine lineare Interpolation der Werte an den Stu¨tzstellen.
4.2 Anwendung des Preisach-Modells auf ferroelektrische
Hysteresen
Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die wesentlichen Beziehungen des
Preisach-Modells in allgemeiner Form behandelt wurden, folgt nun dessen Anwen-
dung zur Beschreibung von Hysteresepha¨nomenen bei piezoelektrischen Werkstof-
fen. Im Hinblick auf die Implementierung des Materialmodells in eine Stabformu-
lierung werden folgenden Annahmen getroffen:
• Die Richtung der irreversiblen Polarisation ist beliebig, aber fest und ent-
spricht der des von außen aufgebrachten, elektrischen Feldes. Der Wert der
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irreversiblen Polarisation wird mit Hilfe der skalaren Ausgangsgro¨ße f(t)
des Preisach-Modells bestimmt. Aufgrund dieser Annahme werden nur noch
A¨nderungen der Polarisationsrichtung um 180 Grad zugelassen.
• Es werden nur jene Komponenten der irreversiblen Verzerrungen beru¨ck-
sichtigt, die im Rahmen der Stabtheorie auftreten.
• Ferroelastische Hysteresepha¨nomene werden nicht behandelt.
Das daraus resultierende Materialmodell la¨sst sich folglich als eine uniaxiale,
dreidimensionale Formulierung fu¨r ferroelektrische Hysteresen charakterisieren.
Hierbei kennzeichnet der Begriff uniaxial die Annahme, dass sich die irreversi-
ble Polarisation nur in Richtung einer vorgegebenen, festen Achse a¨ndern kann,
wa¨hrend der Ausdruck dreidimensional verdeutlicht, dass die Orientierung dieser
Achse frei wa¨hlbar ist.
Bei der Formulierung des Preisach-Modells zur Beschreibung von ferroelektri-
schen Hysteresen resultiert die Eingangsgro¨ße u(t) aus dem elektrischen Feld ~E(t),
das in Richtung der vorgegebenen Polarisationsrichtung wirkt und bezu¨glich der
Sa¨ttigungsfeldsta¨rke ~Esat normiert ist. Der normierte Richtungsvektor der irrever-
siblen Polarisation wird mit eP bezeichnet. Die up- und down-switching-Werte α
und β einer Elementarhysterese ko¨nnen mit bestimmten Einschra¨nkungen als die
Koerzitivfeldsta¨rken einer Einheitszelle interpretiert werden, bei der die Richtung
der spontanen Polarisation um 180 Grad umklappt. Die Ausgangsgro¨ße γαβ(u(t))
entspricht im Rahmen dieser Betrachtung der normierten spontanen Polarisation
einer Einheitszelle.
Auch wenn durch diese Zuordnungen bestimmte Analogien zwischen einer Ele-
mentarhysterese und einer Einheitszelle auftreten, sollte das Preisach-Modell
nicht als ein mikromechanisches Modell verstanden werden. Dagegen sprechen
zwei wesentliche Gru¨nde. Zuna¨chst besitzen die Elementarhysteresen weder eine
ra¨umliche Ausdehnung, noch eine definierte Position im Raum, so dass sich keine
Zuordnung zu einer bestimmten Einheitszelle vornehmen la¨sst. Der zweite Un-
terschied besteht darin, dass fast alle Elementarhysteresen des Preisach-Modells
asymmetrisch sind, d.h. die Betra¨ge der Eingangsgro¨ße, die einen up- bzw. down-
switching-Vorgang hervorrufen, sind unterschiedlich groß. Dagegen ist bei einer
Einheitszelle eines ferroelektrischen Materials der Betrag des elektrisches Feldes,
der eine Richtungsa¨nderung der spontanen Polarisation um 180 Grad hervorruft,
fu¨r beide Richtungen in der Regel gleich groß.
Die Teilbereiche S+ bzw. S− des Preisach-Diagramms repra¨sentieren jeweils die
Anteile der Elementarhysteresen, die positiv bzw. negativ polarisiert sind. Der glo-
bale Ausgangswert f(t) entspricht damit der relativen, irreversiblen Polarisation
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~P i,rel des Materials, wobei gilt −1 ≤ ~P i,rel ≤ 1. Der Betrag von P i,rel beschreibt
den Anteil des piezoelektrischen Materials, der eine makroskopische Polarisation
aufweist, wobei das Vorzeichen die zugeho¨rige Orientierung bestimmt. Der abso-
lute Wert der remanenten Polarisation folgt durch die Multiplikation von ~P i,rel
mit der Sa¨ttigungspolarisation
~P i = ~P sat ~P i,rel , (4.14)
der Polarisationsvektor ~P
i
ergibt sich durch die Einbeziehung der Polarisations-
richtung, die durch den Einheitsvektor eP definiert ist.
~P
i
= ~P i eP . (4.15)
Wie bereits in Abschnitt 3.3.1 erla¨utert wurde, sind die Umklapp-Mechanismen
der Doma¨nen als volumentreue Vorga¨nge zu betrachten. Wird ausschließlich fer-
roelektrisches Verhalten beru¨cksichtigt, dann ko¨nnen die irreversible Dehnungen
Ei als Funktion der irreversiblen Polarisation dargestellt werden. Kamlah [85]
bzw.McMeeking & Landis [114] geben fu¨r den allgemeinen, dreidimensionalen
Fall die Beziehung
Ei =
3
2
Esat
‖~P i‖
~P sat
(~eP ⊗ ~eP − 1
3
I) (4.16)
zur Bestimmung von Ei an, wobei I dem Identita¨tstensor entspricht. Da in
der Stabtheorie nur die Anteile Eib = [E
i
11, 2E
i
12, 2E
i
13]
T des Verzerrungstensors
beru¨cksichtigt werden, vereinfacht sich diese Beziehung zu
Eib = E
sat ~P i,rel
 32 eP1 eP1 − 123 eP1 eP2
3 eP1 e
P
3
 mit ~P i,rel = ‖~P i‖
~P sat
(4.17)
und den Komponenten ePi , i = 1...3 des Richtungsvektors e
P . Aus der Glei-
chung (4.17) wird deutlich, dass im Rahmen der Stabtheorie lediglich die Kom-
ponente Ei11 einen Anteil an irreversiblen Verzerrungen liefert, solange die Pola-
risationsrichtung parallel zu einem Basisvektor festgelegt wird.
Durch die beliebige Orientierung der Polarisationsrichtung ist es erforderlich, die
piezoelektrische Koppelmatrix  bezu¨glich der gewa¨hlten Richtung zu bestim-
men. Unter Beru¨cksichtigung von [85] wird zuna¨chst der dreistufige Tensor  kij
unter Verwendung der Indexschreibweise transformiert
 kij = ~P
i,rel
(
 ‖ e
P
i e
P
j e
P
k
+  ⊥ (δij − ePi ePj ) ePk
+  =
1
2
[
(δki − ePk ePi ) ePj + (δkj − ePk ePj ) ePi
])
.
(4.18)
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Die Konstanten  ‖,  ⊥ und  = ko¨nnen bei einem vollsta¨ndig in 3-Richtung po-
larisierten Material mit den Eintra¨gen  333,  311 und  131 des piezoelektrischen
Tensors identifiziert werden. Mit dem Faktor ~P i,rel wird bereits der aktuelle Wert
der remanenten Polarisation bei der Bestimmung von  ijk beru¨cksichtigt.
Durch die Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften und unter Beru¨cksichtigung
der Zuordnung nach Tabelle 3.1 wird der Tensor  ijk in die piezoelektrische Ma-
trix  u¨berfu¨hrt. Die anschließende Kondensation von  nach Gl. (3.22) liefert
die in der Stabformulierung beno¨tigte Matrix ˜ .
Infolge der irreversiblen Polarisation besitzen auch die Tensoren

ijkl und ²ij
transversal isotrope Materialeigenschaften, die in Richtung von ~P
i
transformiert
werden mu¨ssen. Im Gegensatz zur piezoelektrischen Matrix ist es in diesem Fall
ausreichend, anstelle der tensoriellen Gro¨ßen die entsprechenden Materialmatri-
zen
 
und ² zu betrachten. Die Transformationen fu¨r die Elastizita¨ts- bzw. die
Permittivita¨tsmatrix sind durch die Beziehungen
  P = T T
 
T ²P = T T² ²T ² (4.19)
gegeben, wobei die entsprechenden Rotationsmatrizen T bzw. T ² in folgender
Weise definiert sind
T =

(t11)
2 (t12)
2 (t13)
2 t11 t12 t12 t13 t11 t13
(t21)
2 (t22)
2 (t23)
2 t21 t22 t22 t23 t21 t23
(t31)
2 (t32)
2 (t33)
2 t31 t32 t32 t33 t31 t33
2 t11 t21 2 t12 t22 2 t13 t23 t11 t22 + t12 t21 t12 t23 + t13 t22 t11 t23 + t13 t21
2 t21 t31 2 t22 t32 2 t23 t33 t21 t32 + t22 t31 t22 t33 + t23 t32 t21 t33 + t23 t31
2 t11 t31 2 t12 t32 2 t13 t33 t11 t32 + t12 t31 t12 t33 + t13 t32 t11 t33 + t13 t31

(4.20)
bzw.
T ² =
 (t11)2 (t12)2 (t13)2(t21)2 (t22)2 (t23)2
(t31)
2 (t32)
2 (t33)
2
 . (4.21)
Die Eintra¨ge tik = ti ·tPk ergeben sich aus dem Skalarprodukt der orthonormierten
Basisvektoren ti der Gro¨ßen
 
bzw. ² und der Basisvektoren tPk bezu¨glich der
Orientierung des Polarisationsvektors eP .
Im Rahmen dieser Arbeit wird vereinfacht angenommen, dass die Materialma-
trizen
 
und ² unabha¨ngig vom aktuellen Polarisationszustand eine transversale
Isotropie bezu¨glich der Polarisationsrichtung besitzen. Damit wird vernachla¨ssigt,
dass das Material im ungepolten Zustand isotrope Eigenschaften besitzt, und
sich erst durch den Polungsvorgang ein transversal isotropes Materialverhalten
einstellt.
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4.3 Diskussion der Parameter der gewa¨hlten Preisach-
Funktion
Ein Vorteil des Preisach-Modells besteht darin, dass die Preisach-Funktion µ(α, β)
als wichtigster Materialparameter direkt aus experimentellen Daten gewonnen
werden kann. Da im Rahmen dieser Arbeit keine Versuchsdaten zur Auswertung
zur Verfu¨gung stehen, wird auf eine Erla¨uterung der entsprechenden Vorgehens-
weise an dieser Stelle verzichtet, und auf die Arbeiten von Cardelli et al. [31],
Iyer & Shirley [78] und Mayergoyz [113] verwiesen, in denen verschiedene
Algorithmen zur Identifikation von µ(α, β) diskutiert werden.
Als Alternative wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine analytische Vertei-
lungsfunktion verwendet, die durch die Modifikation der zugeho¨rigen Parameter
auf das jeweilige Problem angepasst werden kann. Hierzu wird die von Bar-
ker et al. [13] eingefu¨hrte, und um einen Parameter erweiterte Funktion
µ(α, β) = c e[−fα (α+β−yα−yβ)
2−fβ (β−α+yα−yβ)
2] (4.22)
vorgeschlagen. Die Beziehung (4.22) stellt eine glockenfo¨rmige Verteilungsfunkti-
on dar, die mit den fu¨nf Parametern c, fα, fβ, yα und yβ beschrieben wird.
• Die Parameter fα und fβ bestimmen den Wert des Maximums und damit
auch die Steigung von µ(α, β).
• Da in Abha¨ngigkeit von fα und fβ das Integral nach Gl. (4.1) unterschiedli-
che Werte annimmt, wird der Parameter c als Skalierungsfaktor eingefu¨hrt,
um zu gewa¨hrleisten, dass die Beziehung (4.2) erfu¨llt ist.
• Mit Parametern yα und yβ wird die Position des Maximalwertes von µ(α, β)
innerhalb der Preisach-Ebene festgelegt.
Der Einfluss der Parameter auf die Form der Verteilungsfunktion und der dar-
aus resultierende Verlauf der relativen irreversiblen Polarisation ~P i,rel ist in Ab-
bildung 4.12 anhand von drei verschiedenen Parameter-Kombinationen darge-
stellt. Der Vergleich von Abbildung 12(a) mit Abbildung 12(c) zeigt, dass ein
gro¨ßerer Wert fu¨r die Parameter fα und fβ zu einer steileren Verteilungsfunktion
µ(α, β) fu¨hrt. Entsprechend schneller vollzieht sich der Wechsel zwischen den bei-
den Sa¨ttigungszusta¨nden −1 und +1 der irreversiblen Polarisation, wie anhand
der Abbildungen 12(b) und 12(d) erkennbar ist. Die Modifikation des Parameters
yα in Abbildung 12(e) fu¨hrt zu einer Vergro¨ßerung der Koerzitivfeldsta¨rke beim
Wechsel von einem negativen zu einem positiven Polarisationszustand. Dagegen
bleibt der Wert der Koerzitivfeldsta¨rke beim U¨bergang in umgekehrter Richtung
unvera¨ndert, wie aus der Abbildung 12(f) deutlich wird.
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(c) Preisach-Funktion 2 mit den Parametern
c = 200
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, fα = fβ = 100.0, yα = −yβ = 0.5
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(e) Preisach-Funktion 3 mit den Parametern
c = 100
pi
, fα = fβ = 50.0, yα = 0.7, yβ = −0.5
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Abb. 4.12: Einfluss der Parameter auf die Form der Preisach-Funktion und auf den
Verlauf der irreversiblen Polarisation ~P i,rel.
56
4 BESCHREIBUNG FERROELEKTRISCHER HYSTERESEN
MIT DEM PREISACH-MODELL
Diese Beispiele zeigen, dass die vorgeschlagene Verteilungsfunktion aus Gleichung
(4.22) den typischen Verlauf der irreversiblen Polarisation bei ferroelektrischen
Hysteresen darstellen kann. Durch die Variation der eingefu¨hrten Parameter ist
es mo¨glich, experimentell gewonnene Hysterese-Kurven mit dem Preisach-Modell
abzubilden.
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5 Querschnittsbeschreibung und Ermittlung
der Wo¨lbfunktionen
Ein wesentlicher Bestandteil einer Stabformulierung besteht in der dem Pro-
blem angemessenen Beschreibung des Querschnitts. Im einfachsten Fall ist hierbei
dessen Charakterisierung durch die integralen Querschnittsgro¨ßen ausreichend.
Bei komplexeren Problemstellungen, ko¨nnen sich daru¨ber hinausgehende Forde-
rungen an die Beschreibung des Querschnitts ergeben, die durch ein geeignetes
Verfahren erfasst werden mu¨ssen. Hierzu stehen verschiedene Mo¨glichkeiten zur
Verfu¨gung, die z.B. von Sauer [135] diskutiert werden.
Im Rahmen der im na¨chsten Kapitel folgenden, piezoelektrischen Stabformulie-
rung hat sich die Beschreibung des Querschnitts mit Hilfe der Methode der Finiten
Elemente als geeignet erwiesen, da mit diesem Verfahren die folgenden Anforde-
rungen beru¨cksichtigt werden ko¨nnen:
• Piezoelektrische Stabstrukturen besitzen in der Regel Querschnitte, die aus
mehreren verschiedenen Materialien bestehen. In Abha¨ngigkeit von den be-
trachteten Anwendungen sind hierbei Querschnittsgeometrien von unter-
schiedlicher Komplexita¨t abzubilden. Bei der Integration des Querschnitts
sind diese beiden wesentlichen Parameter - Material und Geometrie - ent-
sprechend zu beru¨cksichtigen.
• Die klassische Annahme eines konstanten Schubspannungsverlaufes inner-
halb des Querschnitts im Rahmen der Timoshenko-Theorie fu¨hrt durch die
elektromechanische Kopplung zu Fehlern bei der Ru¨ckrechnung der dielek-
trischen Verschiebungen ~D. Aus diesem Grund wird die Verwo¨lbung des
Querschnitts infolge von Querkraftbeanspruchungen ermittelt, aus der der
genaue Schubspannungsverlauf im Querschnitt bestimmt werden kann.
Ein Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dass durch die Integrati-
on der exakten Schubspannungen u¨ber den Querschnitt kein zusa¨tzlicher
Schubkorrekturfaktor beno¨tigt wird.
• Die Beru¨cksichtigung der Schubverwo¨lbung ist weiterhin bei der Modellie-
rung von sogenannten Shear-Actuators [19] von großer Bedeutung. Durch
eine elektrisch induzierte Schubdeformation des piezoelektrischen Materials
verdrehen sich die einzelnen Querschnittbereiche unterschiedlich stark, wie
auch bei Benjeddou [20] gezeigt wird. Eine Modellierung dieser Aktoren
unter der Annahme ebener Querschnitte wu¨rde zu einer Versteifung der
Struktur und damit zu unbrauchbaren Berechnungsergebnissen fu¨hren, wie
in Abschnitt 7.4.1 gezeigt wird.
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• Zur korrekten Erfassung des Torsionsverhaltens der Stabstruktur ist die
Bestimmung der Torsionsverwo¨lbung sowie der daraus folgenden Torsions-
kennwerte des Querschnitts erforderlich.
• Die Diskretisierung des Querschnitts mit finiten Elementen ist ebenfalls ge-
eignet, um materielle Nichtlinearita¨ten zu erfassen, da fu¨r jedes Element die
beno¨tigten Parameter aus dem Preisach-Modell gespeichert werden ko¨nnen.
Aus dem Stoffgesetz resultierende, nichtlineare Spannungsverteilungen in
der Querschnittsebene lassen sich durch eine ausreichend genaue Diskreti-
sierung ebenfalls erfassen.
Bedingt durch die Anforderungen, die an die piezoelektrische Stabformulierung
gestellt werden, ist es erforderlich, mehrere Querschnittsverwo¨lbungen zu beru¨ck-
sichtigen, die jeweils einem Belastungsfall zuzuordnen sind. Zu diesem Zweck wird
jede Querschnittsverwo¨lbung in die beiden Anteile ωi und αi aufgespalten. Hier-
bei beschreibt die Wo¨lbfunktion ωi die Form des verwo¨lbten Querschnitts, die
ausschließlich von dessen Geometrie abha¨ngt, und unabha¨ngig von der Stabfor-
mulierung bestimmt werden kann. Der skalare Parameter αi bestimmt die Am-
plitude der Verwo¨lbung und ist somit eine Funktion der a¨ußeren Belastung des
Stabes.
Die Werte jeder Wo¨lbfunktion ωi werden an den Knoten des diskretisierten Quer-
schnitts gespeichert und spa¨ter in der Stabformulierung bei der Integration u¨ber
die Querschnittsfla¨che beru¨cksichtigt, siehe Abschnitt 6.4.1. Bei einer materiell
linearen Berechnung ist es hierbei ausreichend, die Querschnittsintegration nur
einmal durchzufu¨hren, und die daraus resultierenden Ergebnisse zu speichern.
Da der Querschnitt fu¨r jedes Stabelement als konstant angenommen wird, ist bei
der Integration in Stabrichtung keine Interpolation der Querschnittseigenschaften
zwischen den Elementknoten erforderlich. Der zugeho¨rige skalare Parameter αi
ist zuna¨chst unbekannt und geht als zusa¨tzlicher Freiheitsgrad in die Stabformu-
lierung mit ein.
5.1 Ermittlung der Querschnittsverwo¨lbungen infolge
Torsion, Querkraft und piezoelektrisch induzierter
Schubdeformation
Die grundlegenden Beziehungen der Saint-Venantschen Torsion und der Schub-
beanspruchung infolge Querkraftbelastung ko¨nnen den Lehrbu¨chern von So-
kolnikoff [148], Timoshenko & Goodier [159], Kollbrunner [92] oder
Friemann [54] entnommen werden. Hierin wird deutlich, dass eine geschlossene
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Lo¨sung, mit der sich die Verwo¨lbung und damit die Schubspannungsverteilung
innerhalb eines Querschnitts bestimmen lassen, nur fu¨r wenige, einfache Quer-
schnittsgeometrien existiert. Eine Alternative stellt die numerische Berechnung
mit Hilfe der Methode der finiten Elementen dar, die eine na¨herungsweise Lo¨sung
des Problems erlaubt.
Hierzu wird von Herrmann [68] eine Finite-Element-Formulierung vorgestellt,
die auf dem Prinzip des Minimums der potentiellen Energie basiert. Krahula &
Lauterbach [93] beru¨cksichtigen in ihrer Arbeit ein orthotropes Materialverhal-
ten, wa¨hrend Klinkel & Govindjee [89] eine Formulierung pra¨sentieren, mit
der eine Koppelung zwischen Torsion und Biegung bei anisotropen Materialien
erfasst werden kann. Die Beru¨cksichtigung von elasto-plastischem Materialverhal-
ten wird bei Wagner & Gruttmann [167] diskutiert.
Finite-Element-Formulierungen, welche die Schubspannungsverteilung in Quer-
schnitten infolge von Querkraftbeanspruchungen behandeln, sind u.a. in den Ar-
beiten vonGanapathi et al. [55],Gruttmann et al. [64] oderMason & Herr-
mann [109] zu finden.
Nach einer allgemeinen Gleichgewichtsbetrachtung im Rahmen der Stabtheorie
werden die Gleichgewichts- und Randbedingungen fu¨r die Lastfa¨lle
• Torsion,
• Querkraftbeanspruchung durch die Belastung Q2 und Q3 und
• elektrisch induzierte Schubdeformation in Richtung der Querschnittsachsen
getrennt voneinander behandelt. Die sich daran anschließende Formulierung des
Variationsproblems und dessen Lo¨sung mit Hilfe der Finite-Element-Methode er-
folgt in einer einheitlichen Darstellung gemeinsam fu¨r alle Lastfa¨lle.
Zur Bestimmung der Wo¨lbfunktionen des Querschnitts wird im Folgenden ein
linear-elastisches Materialverhalten sowie eine geometrisch lineare Kinematik vor-
ausgesetzt.
Die Ermittlung der Querschnittsverwo¨lbung infolge der Lastfa¨lle Torsion bzw.
Querkraft sind typische Problemstellungen aus der Mechanik und werden in der
Literatur in den zuvor genannten Arbeiten ausfu¨hrlich behandelt. Dagegen ist
die Einfu¨hrung einer Wo¨lbfunktion zur Beru¨cksichtigung von piezoelektrisch in-
duzierten Schubdeformationen ein neuer Aspekt, der im Rahmen dieser Arbeit
diskutiert wird.
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5.1.1 Betrachtung des Gleichgewichts
Die Formulierung des Gleichgewichts an einem beliebigen, belastungsfreien
Teilko¨rper fu¨hrt auf die Bedingungsgleichungen
S11,1 + S12,2 + S13,3 = 0 (5.1a)
S22,2 + S23,3 + S12,1 = 0 (5.1b)
S33,3 + S13,1 + S23,2 = 0 , (5.1c)
siehe z.B. Friemann [54]. Durch die Annahmen aus der Stabtheorie, in der die
Spannungskomponenten Sk = [S22, S33, S23]
T = 0 vernachla¨ssigt werden, verein-
fachen sich die Ausdru¨cke in Gl. (5.1) zu
S11,1 + S12,2 + S13,3 = 0 (5.2a)
S12,1 = 0 (5.2b)
S13,1 = 0 . (5.2c)
Aus Gl. (5.2b) und (5.2c) folgt, dass die Schubspannungen S12 bzw. S13 und
damit die Querkraftbeanspruchungen Q2 bzw. Q3 in Stabla¨ngsrichtung konstant
sein mu¨ssen [64].
5.1.2 Randwertproblem und Stoffgesetz
Aus den Beziehungen nach Gl. (5.2) wird eine Formulierung zur Bestimmung der
Querschnittsverwo¨lbung fu¨r die Belastungsfa¨lle Torsion, Querkraft und piezo-
elektrisch induzierte Schubdeformation entwickelt. Hierzu wird im Folgenden ein
beliebiger, prismatischer Querschnitt Ω mit der Berandung ∂Ω betrachtet, wie in
Abbildung 5.1 dargestellt ist. Die ξ1-Koordinate zeigt in Richtung der Stabachse,
die Koordinaten ξ2 und ξ3 liegen in der Querschnittsebene. Die Querschnittsko-
ordinaten bezu¨glich des Schwerpunktes S werden mit ξ¯2 und ξ¯3 bezeichnet.
Torsion
Zur Ermittlung der Wo¨lbfunktion ω1 wird die Saint-Venantsche Torsionstheorie
zugrunde gelegt. Hierbei wird angenommen, dass keine Spannungen S11 in Stab-
la¨ngsrichtung auftreten, siehe z.B. [54, 92]. Die Beziehung (5.2a) vereinfacht sich
damit zu
S12,2 + S13,3 = 0 . (5.3)
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Abb. 5.1: Allgemeiner Querschnitt.
Da der Stab an den Ra¨ndern des unbelasteten Querschnitts spannungsfrei ist,
mu¨ssen die Schubspannungen parallel zum Rand verlaufen. Daher gilt die Rand-
bedingung
S12 n2 + S13 n3 = 0 , (5.4)
wobei n = [n2, n3]
T den nach außen gerichteten Normalenvektor der Berandung
∂Ω des Gebietes Ω bezeichnet, siehe Abbildung 5.1. Damit kann das Randwert-
problem fu¨r einen Querschnitt mit Torsionsbelastung formuliert werden
S12,2 + S13,3 = 0 in Ω
S12 n2 + S13 n3 = 0 auf ∂Ω .
(5.5)
Unter der Voraussetzung einer geometrisch linearen Kinematik gilt fu¨r das Ver-
schiebungsfeld
u1 = ω1 u2 = −ϕ1 ξ3 u3 = ϕ1 ξ2 , (5.6)
wobei mit ϕ1 die Verdrehung der ξ1-Achse definiert wird. Aus den partiellen
Ableitungen des Verschiebungsfeldes ergeben sich die beiden Verzerrungen E12
und E13 [
2E12
2E13
]
=
[
u1,2 + u2,1
u1,3 + u3,1
]
=
[ −ξ3 ϕ1,1 + ω1,2
ξ2 ϕ1,1 + ω1,3
]
. (5.7)
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In dem die Verwindung ϕ1,1 gleich eins gesetzt wird, kann das Stoffgesetz fu¨r den
Lastfall Torsion formuliert werden[
S12
S13
]
=
[
˜
22
˜
23
˜
32
˜
33
] [
ω1,2 − ξ3
ω1,3 + ξ2
]
, (5.8)
das auch anisotrope Materialeigenschaften beru¨cksichtigt. Alle weiteren Span-
nungen sind im Rahmen der Saint-Venantschen Torsionstheorie gleich Null an-
zunehmen. Anschaulich wird somit durch die Vorgabe der Verwindung ϕ1,1 ei-
ne Einheitsverdrehung um die Stabachse aufgebracht, zu der die entsprechende
Querschnittsverwo¨lbung zu bestimmen ist.
Querkraft
Im Gegensatz zur Saint-Venantschen Torsion sind die Normalspannungen S11 bei
einer Querkraftbelastung ungleich Null. Aus der Stabtheorie kann eine Beziehung
zwischen den auftretenden Normalspannungen S11 und der a¨ußeren Belastung
durch die Biegemomente M2 und M3 angegeben werden, siehe z.B. Gruttmann
et al. [64]
S11 =
M2 I33 +M3 I23
I22 I33 − I223
ξ¯3 − M3 I22 +M2 I23
I22 I33 − I223
ξ¯2 , (5.9)
wobei die Fla¨chenmomente 2. Ordnung definiert sind als
I22 =
∫
Ω
ξ¯23 dA I33 =
∫
Ω
ξ¯22 dA I23 =
∫
Ω
ξ¯2 ξ¯3 dA . (5.10)
Die Ableitung von Gl. (5.9) nach der Koordinate ξ1 und die Beru¨cksichtigung der
Beziehungen zwischen den Biegemomenten und den Querkra¨ften M2,1 = Q3 bzw.
M3,1 = −Q2 fu¨hrt auf den Ausdruck
S11,1 =
Q2 I22 −Q3 I23
I22 I33 − I223
ξ¯2 +
Q3 I33 −Q2 I23
I22 I33 − I223
ξ¯3 , (5.11)
fu¨r den die verku¨rzte Schreibweise
S11,1 = f(ξ2, ξ3) = a2 ξ¯2 + a3 ξ¯3 (5.12)
eingefu¨hrt wird. Durch Einsetzen von Gl. (5.12) in Gl. (5.2a) folgt die Gleichge-
wichtsbedingung in der ξ2-ξ3-Ebene
S12,2 + S13,3 + f(ξ2, ξ3) = 0 . (5.13)
Indem die Komponente S11,1 durch den Ausdruck f(ξ2, ξ3) ersetzt wird, kann
damit die Beziehung (5.2a) auf das ebene Problem in Gl. (5.13) reduziert werden.
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Da in den Belastungsterm f(ξ2, ξ3) beide Querkra¨fte Q2 und Q3 eingehen, re-
sultiert daraus eine Verwo¨lbungsfunktion infolge beider Belastungsanteile. Im
Hinblick auf die Stabformulierung ist es gu¨nstiger, getrennte Wo¨lbfunktionen
ω2 infolge Q2 bzw. ω3 infolge Q3 einzufu¨hren. Hierzu wird der Belastungsterm
entsprechend aufgespalten
ω2 : f(ξ2, ξ3) = f2(ξ2, ξ3) =
I22 ξ¯2 − I23 ξ¯3
I22 I33 − I223
Q2
ω3 : f(ξ2, ξ3) = f3(ξ2, ξ3) =
I33 ξ¯3 − I23 ξ¯2
I22 I33 − I223
Q3 .
(5.14)
Mit der Gleichgewichtsbedingung (5.13) und der Randbedingung (5.4) lautet das
Randwertproblem
S12,2 + S13,3 + fi(ξ2, ξ3) = 0 in Ω, i = 2, 3
S12 n2 + S13 n3 = 0 auf ∂Ω .
(5.15)
Die Verzerrungen ergeben sich aus den entsprechenden Ableitungen der jeweiligen
Querschnittsverwo¨lbung ω2 bzw. ω3[
2E12
2E13
]
=
[
ωi,2
ωi,3
]
mit i = 2, 3 , (5.16)
wobei die Verwo¨lbungen sowohl die eigentlichen, d.h. nichtkonstanten Wo¨lbantei-
le, als auch die Rotation des Querschnitts beinhalten, siehe Abbildung 5.2. Unter
Beru¨cksichtigung dieser Beziehungen fu¨r die Verzerrungen folgt das Stoffgesetz[
S12
S13
]
=
[
˜
22
˜
23
˜
32
˜
33
] [
ωi,2
ωi,3
]
mit i = 2, 3 , (5.17)
das fu¨r beide Wo¨lbfunktionen ω2 bzw. ω3 in gleicher Weise gilt.
Piezoelektrisch induzierte Schubdeformation
Die Bestimmung der Wo¨lbfunktion, die sich durch die elektrisch induzierte Schub-
verzerrung der piezoelektrischen Materialschicht einstellt, wurde in der Litera-
tur bisher noch nicht behandelt. Eine Beru¨cksichtigung der hierbei auftreten-
den Querschnittsverwo¨lbungen ist bei der Modellierung von sogenannten Shear-
Actuators jedoch unerla¨sslich, wie in Abschnitt 7.4 anhand zweier Beispiele ge-
zeigt wird. Ein elektrisches Feld senkrecht zur Polarisationsrichtung des piezoelek-
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trischen Materials fu¨hrt zu einem reinen Schubverzerrungszustand, wie bereits in
Abbildung 3.4 dargestellt wurde. In diesem Fall sind die Normalspannungen S11
gleich Null, womit aus der allgemeinen Gleichgewichtsbeziehung nach Gl. (5.2)
und mit den Randbedingungen das aus dem Lastfall Torsion bereits bekannte
Randwertproblem folgt
S12,2 + S13,3 = 0 in Ω
S12 n2 + S13 n3 = 0 auf ∂Ω .
(5.18)
Die allgemeine Kinematik der Stabformulierung lautet in diesem Fall
[
2E12
2E13
]
=
[
u2,1 − ϕ3 + ωi,2
u3,1 + ϕ2 + ωi,3
]
mit i = 4, 5 . (5.19)
Bei einem reinen Schubverzerrungszustand gilt fu¨r die Komponenten u2,1 = −ϕ3
bzw. u3,1 = ϕ2. Die Verzerrungsanteile u2,1−ϕ3 bzw. u3,1+ϕ2 lassen sich somit zu
jeweils einem Schubwinkel zusammenfassen, der als Belastungsterm in der piezo-
elektrischen Materialschicht vorgegeben wird. Analog zum Torsionsproblem kann
dieser Lastfall durch einen Einheits-Schubwinkel in der kinematischen Beziehung
beru¨cksichtigt werden, womit sich die Verzerrungen in der Form
[
2E12
2E13
]
=
[
1 + ωi,2
1 + ωi,3
]
mit i = 4, 5 (5.20)
ergeben. Im Gegensatz zu den betrachteten Lastfa¨llen Torsion und Querkraft
wirkt die Belastung in diesem Fall lediglich auf die piezoelektrische Material-
schicht des Querschnitts. Da die geometrische Kompatibilita¨t innerhalb des Quer-
schnitts gewa¨hrleistet sein muss, treten auch in den unbelasteten Bereichen ent-
sprechende Verwo¨lbungen auf. Das linear-elastische Stoffgesetz lautet fu¨r diesen
Belastungsfall
[
S12
S13
]
=
[
˜
22
˜
23
˜
32
˜
33
] [
1 + ωi,2
1 + ωi,3
]
mit i = 4, 5 . (5.21)
In Abschnitt 5.2.2 wird die Querschnittsverwo¨lbung infolge einer piezoelektri-
schen Schubdeformation anhand eines Beispiels im Detail diskutiert.
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5.1.3 Schwache Form des Randwertproblems
Aus den zuvor beschriebenen Belastungsfa¨llen folgen fu¨nf zu bestimmende Wo¨lb-
funktionen:
• ω1 infolge Torsion
• ω2 und ω3 infolge der Querkraftbelastungen Q2 bzw. Q3
• ω4 und ω5 infolge der piezoelektrisch induzierten Schubdeformation in Rich-
tung der Querschnittskoordinaten ξ2 bzw. ξ3.
Aufgrund der großen A¨hnlichkeit zwischen den Randwertproblemen nach
Gl. (5.5), (5.15) und (5.18), lassen sie sich in einer einheitlichen Darstellung in
der Form
S12,2 + S13,3 + fi(ξ2, ξ3) = 0 in Ω, mit i = 1..5
S12 n2 + S13 n3 = 0 auf ∂Ω .
(5.22)
zusammenfassen. Der Index i kennzeichnet den entsprechenden Belastungsfall.
Die rechte Seite fi(ξ2, ξ3) ist fu¨r die Fa¨lle Torsion und piezoelektrische Schubde-
formation gleich Null
f1(ξ2, ξ3) = 0 f4(ξ2, ξ3) = 0 f5(ξ2, ξ3) = 0 . (5.23)
Die schwache Form des Randwertproblems nach Gl. (5.22) folgt aus der Wichtung
der Differentialgleichung mit der Testfunktion δωi ∈ V , welche die Bedingung
V = {δωi ∈ H1(Ω), δωi = 0 auf ∂Ω} , (5.24)
erfu¨llen muss. Die anschließende Integration u¨ber das Gebiet Ω∫
Ω
(S12,2 + S13,3 + fi(ξ2, ξ3)) δωi dA = 0 (5.25)
fu¨hrt nach weiteren Umformungen mittels partieller Integration und des Gauß-
schen Integralsatzes auf die schwache Form des vereinheitlichten Randwertpro-
blems aus Gl. (5.22)∫
Ω
S12 δωi,2 + S13 δωi,3 − fi(ξ2, ξ3)δωi dA = 0 . (5.26)
Durch die Beru¨cksichtigung der entsprechenden Stoffgesetze fu¨r Torsion (5.8),
Querkraft (5.17) und piezoelektrisch induzierte Schubdeformation (5.21) ko¨nnen
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nun die schwachen Formen des Gleichgewichts zur Bestimmung der fu¨nf Wo¨lb-
funktionen spezifiziert werden
Verwo¨lbung ω1:∫
Ω
[
δω1,2
δω1,3
]T ([ ˜
22
˜
23
˜
32
˜
33
] [
ω1,2
ω1,3
]
+
[
˜
22
˜
23
˜
32
˜
33
] [−ξ3
ξ2
])
dA = 0 (5.27)
Verwo¨lbung ω2:∫
Ω
[
δω2,2
δω2,3
]T [ ˜
22
˜
23
˜
32
˜
33
] [
ω2,2
ω2,3
]
− δω2 f2(ξ2, ξ3) dA = 0 (5.28)
Verwo¨lbung ω3:∫
Ω
[
δω3,2
δω3,3
]T [ ˜
22
˜
23
˜
32
˜
33
] [
ω3,2
ω3,3
]
− δω3 f3(ξ2, ξ3) dA = 0 (5.29)
Verwo¨lbung ω4:∫
Ω
[
δω4,2
δω4,3
]T ([ ˜
22
˜
23
˜
32
˜
33
] [
ω4,2
ω4,3
]
+
[
˜
22
˜
23
˜
32
˜
33
] [
1
0
])
dA = 0 (5.30)
Verwo¨lbung ω5:∫
Ω
[
δω5,2
δω5,3
]T ([ ˜
22
˜
23
˜
32
˜
33
] [
ω5,2
ω5,3
]
+
[
˜
22
˜
23
˜
32
˜
33
] [
0
1
])
dA = 0 . (5.31)
Die Lo¨sung der Gleichungen (5.27) - (5.31) erfolgt na¨herungsweise mit der Me-
thode der finiten Elemente.
5.1.4 Finite-Element-Approximation
Fu¨r die Approximation der Geometrie x = [ξ2, ξ3]
T , der Wo¨lbfunktionen ωi und
der Testfunktionen δωi werden die gleichen Ansa¨tze gewa¨hlt
xh =
nel∑
I=1
NI(ξ, η)xI ω
h
i =
nel∑
I=1
NI(ξ, η)ωi I δω
h
i =
nel∑
I=1
NI(ξ, η) δωi I . (5.32)
5.1 Ermittlung der Querschnittsverwo¨lbungen 67
Der Index nel beschreibt die Anzahl der Knoten I pro Element. ξ und η entspre-
chen den natu¨rlichen Koordinaten einer isoparametrischen Elementformulierung,
wobei gilt −1 ≤ ξ, η ≤ 1. Die approximierten Ableitungen der Wo¨lbfunktion und
der Testfunktion folgen aus den Beziehungen
[
ωi,2
ωi,3
]h
=
nel∑
I=1
BI ωi I
[
δωi,2
δωi,3
]h
=
nel∑
I=1
BI δωi I , (5.33)
mit der MatrixBI =
[
NI,2, NI,3
]T
. Die Beru¨cksichtigung dieser Approximationen
in der jeweiligen schwachen Form nach Gl. (5.27) - (5.31) liefert
G(ωhi , δω
h
i ) =
numel⋃
e=1
nel∑
I=1
nel∑
K=1
δωi I (K
e
i IK ωi I − P ei I) = 0 , (5.34)
siehe [64], wobei der Operator
⋃
den Zusammenbau der Steifigkeitsmatrix und des
Lastvektors u¨ber alle Elemente symbolisiert. Im Rahmen dieser Arbeit wurden
hierbei Vier-Knoten-Elemente mit bilinearen Ansatzfunktionen verwendet.
Wa¨hrend die Elementsteifigkeitsmatrizen KeIK fu¨r alle fu¨nf Verwo¨lbungen gleich
sind
KeIK =
∫
Ωe
BTI
˜ 
QSBK dA , (5.35)
mu¨ssen die Elementlastvektoren P ei IK fu¨r jeden der fu¨nf Belastungfa¨lle ωi separat
aufgestellt werden
P e1 I =
∫
Ωe
BTI
˜ 
QS NI
[−ξ3 I
ξ2 I
]
dA
P e2 I =
∫
Ωe
NI f2(ξ2 I , ξ3 I) dA
P e3 I =
∫
Ωe
NI f3(ξ2 I , ξ3 I) dA (5.36)
P e4 I =
∫
Ωe
NI,2 ˜

22 +NI,3 ˜

32 dA
P e5 I =
∫
Ωe
NI,2 ˜

23 +NI,3 ˜

33 dA .
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Die Matrix ˜
 
QS entspricht einer reduzierten ˜
 
-Matrix, in welcher die Eintra¨ge
˜ 
QS =
[
˜
22
˜
23
˜
32
˜
33
]
(5.37)
zusammengefasst sind. Da fu¨r jedes Element unterschiedliche Materialparameter
definiert werden ko¨nnen, la¨sst sich somit z.B. auch eine Schichtungen von meh-
reren Werkstoffen innerhalb des Querschnitts erfassen.
Aus dem Zusammenbau nach Gl. (5.34) folgt fu¨r jeden Belastungsfall i ein lineares
Gleichungssystem
Kωi = P i , (5.38)
dessen Lo¨sung die Querschnittsverwo¨lbung ωi mit i = 1..5 fu¨r die Knoten des
diskretisierten Querschnitts liefert. Hierbei ist die Randbedingung ωi I = 0 eines
beliebigen Knotens I zu beru¨cksichtigen, siehe Gruttmann et al. [64]. Je nach-
dem, an welchem Knoten die Verwo¨lbung gleich Null gesetzt wird, unterscheiden
sich die resultierenden Wo¨lbfunktionen ωi um jeweils einen konstanten Betrag.
Um diesen Einfluss der Randbedingung zu eliminieren, erfolgt eine Transforma-
tion der Verwo¨lbungen ωi, die sich aus der Lo¨sung von Gl. (5.38) ergeben
ω¯i = ωi − 1
A
∫
Ω
ωi dA mit
∫
Ω
ω¯i dA = 0 , (5.39)
wobei die Gro¨ßen ω¯i als die jeweiligen Einheitsverwo¨lbungen definiert werden.
Diese Umformung la¨sst sich als eine Verschiebung der Bezugsfla¨che deuten, von
der aus die Wo¨lbordinaten gemessen werden, so dass sich jeweils gleich große po-
sitive und negative Anteile der Wo¨lbfla¨che einstellen [54]. Bei Roik et al. [130]
wird diese Transformation als die 1. Normierung bezeichnet.
Die so gewonnenen Einheitsverwo¨lbungen lassen sich aufteilen in eine Rotation
der Querschnittsebene und einen nichtlinearen Anteil ω¯i, der die reine Verwo¨lbung
beschreibt, wie in Abbildung 5.2 veranschaulicht ist.
Da die Querschnittsrotationen in der Stabformulierung durch entsprechende Frei-
heitsgrade bereits beru¨cksichtigt werden, erfolgt eine Modifikation der Einheits-
verwo¨lbungen ω¯i mit dem Ziel, die darin enthaltenen Rotationsanteile zu elimi-
nieren.
Zur Ermittlung des Anteils der Querschnittsrotation an der Verwo¨lbung ω¯i wird
eine Ebene E = a ξ¯2+ b ξ¯3+ c in den verwo¨lbten Querschnitt projiziert, die einen
minimalen Abstand zu der Funktion ω¯i besitzen soll. Um die Kompatibilita¨t zur
Stabkinematik nach Gl. (6.3) zu gewa¨hrleisten, muss der Schwerpunkt des Quer-
schnitts in dieser Ebene liegen. Dieser Forderung wird erfu¨llt, indem der konstante
Anteil c bei der Definition von E zu Null gesetzt wird.
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Gesamte Verwo¨lbung ω¯
des Querschnitts
Verdrehung ϕ
ϕ
Wo¨lbfunktion ω¯
Abb. 5.2: Aufteilung der Querschnittsverwo¨lbung ω¯ in eine reine Verdrehung ϕ des
Querschnitts und in eine Wo¨lbfunktion ω¯.
Die Bestimmung von E kann als Minimierungsproblem formuliert werden, das fu¨r
jede Wo¨lbfunktion ω¯i ausgewertet werden muss. Es lautet in allgemeiner Form
Π =
∫
Ω
1
2
(ω¯i(ξ2, ξ3)− Ei(ξ2, ξ3))2 dA ⇒ min. , (5.40)
wobei die beiden Parameter ai und bi der Ebene Ei die unbekannten Gro¨ßen
darstellen. Aus dem Minimierungsproblem folgen die Bestimmungsgleichungen
der Parameter ai und bi
ai =
I33
∫
Ω
ω¯i ξ¯3 dA− I23
∫
Ω
ω¯i ξ¯2 dA
I33 I22 − I223
bi =
I22
∫
Ω
ω¯i ξ¯2 dA− I23
∫
Ω
ω¯i ξ¯3 dA
I33 I22 − I223
.
(5.41)
Die Werte von ai und bi entsprechen der Rotation der Ebene Ei um die ξ¯2- bzw.
ξ¯3-Achse des Querschnitts. Die Ermittlung von ω¯i ergibt sich nach der Beziehung
ω¯i(ξ¯2, ξ¯3) = ω¯i(ξ¯2, ξ¯3)− (ai ξ¯2 + bi ξ¯3) . (5.42)
Fu¨r die Querschnittsverwo¨lbung ω¯1 infolge Torsion ist die Transformation nach
Gl. (5.42) nicht erforderlich. Da in diesem Lastfall nur Rotationen um die ξ1-Achse
auftreten, sind die beiden Parameter a1 und b1 gleich Null. Um die Notation ein-
heitlich weiterzufu¨hren, wird fu¨r den Lastfall Torsion trotzdem die Wo¨lbfunktion
ω¯1 definiert, wobei gilt ω¯1 = ω¯1.
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5.2 Numerische Beispiele
Die Anwendung der vorgestellten Formulierung wird anhand der beiden folgen-
den Beispiele illustriert. Dabei liegt der Schwerpunkt der Betrachtung im ersten
Beispiel in der Ermittlung der Schubspannungsverteilung bei einem geschichteten
Querschnitt. Das zweite Beispiel veranschaulicht die Unterschiede zwischen den
Verwo¨lbungen ω¯3 und ω¯5, die sich infolge einer Querkraftbelastung bzw. einer
piezoelektrisch induzierten Schubdeformation einstellen.
5.2.1 Querschnitt eines Mikrosensors
Wa¨hrend bei makroskopischen Bauteilen der Einfluss bestimmter Materialschich-
ten wie z.B. der Leitungsschicht oder der Klebeschicht aufgrund ihrer geringen
Dicke in der Regel vernachla¨ssigt werden kann, ist dies bei mikroelektromecha-
nischen Bauteilen, sogenannten MEMS [139] nicht der Fall. Hier ko¨nnen diese
Schichten Abmessungen erreichen, die in der gleichen Gro¨ßenordnung liegen wie
die der piezoelektrischen Schicht oder des Tra¨germaterials [44].
Ein typischer lagenweiser Aufbau eines Stabquerschnitts ist in Abbildung 5.3 dar-
gestellt. Die Tragschicht besteht aus Silizium, als piezoelektrisches Material wird
Zinkoxid verwendet. Weiterhin wird eine Passivierungsschicht aus Siliziumnitrid
und eine Leitungsschicht aus Platin bei der Modellierung beru¨cksichtigt.
ξ2
ξ3
Pt PPPPPPPZnO hhhhhh
Si3N4 hhhhhh
Si hh
b1
b2
h4
h3
h2
h1
b1 = 12.0 µm
b2 = 8.0 µm
h1 = 1.5 µm
h2 = 0.2 µm
h3 = 1.0 µm
h4 = 0.2 µm
Abb. 5.3: Finite-Element-Diskretisierung des Querschnitts eines Mikrosensors.
Die in der Berechnung verwendeten Materialparameter nach DeVoe & Pisa-
no [44] sowie die Diskretisierung der jeweiligen Schichten sind in Tabelle 5.1
angegeben.
Die aus der Finite-Element-Berechnung resultierenden Schubspannungen, sowie
die Verteilung des Schubflusses, die sich durch das Aufbringen einer Einheits-
Torsionsverdrehung einstellen, sind in Abbildung 5.4 dargestellt. Es ist deutlich
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Materialschicht E-Modul Querdehnung Diskretisierung
[GPa] [-] b× h
Platin, Pt 250 0.25 36× 4
Zinkoxid, ZnO siehe Anhang A.1 36× 8
Siliziumnitrid, Si3N4 290 0.28 36× 4
Silizium, Si 162 0.23 54× 10
Tab. 5.1: Verwendete Materialparameter [44, 139] und Diskretisierung der jeweiligen
Materialschicht.
zu erkennen, dass die Spannungsverteilung im Querschnitt durch dessen geschich-
teten Aufbau beeinflusst wird. Auffa¨llig sind die hohen Spannungswerte innerhalb
der Platinschicht. Sie lassen sich durch deren Lage am a¨ußeren Rand des Quer-
schnitts und mit dem hohen Schubmodul des Materials erkla¨ren. Der U¨bergang
zu der Zinkoxid-Schicht ist an der abrupten Verminderung der Schubspannung
gut zu erkennen.
2.70E+05
2.40E+05
2.10E+05
1.80E+05
1.50E+05
1.20E+05
9.00E+04
6.00E+04
3.00E+04
0.00E+00
Schubspannung
in [N/m2]
Abb. 5.4: Schubspannungen und Schubfluss infolge einer Einheits-Torsionsbelastung.
Die resultierenden Schubspannungen sowie die entsprechende Schubfluss-
Verteilung bei einer Querkraftbelastung Q3 = 1 · 10−3 N sind in Abbildung 5.5
dargestellt. Bei dieser Beanspruchung ist der Einfluss der unterschiedlichen Mate-
rialschichten weniger deutlich. Es stellt sich eine relativ gleichma¨ßige Spannungs-
verteilung ein, die zu den Ra¨ndern hin kleiner wird. Lediglich an den beiden
einspringenden Ecken des Querschnitts treten hohe Schubspannungen infolge von
Singularita¨ten auf.
In beiden Belastungsfa¨llen verla¨uft der Schubfluss praktisch parallel zur Beran-
dung des Querschnitts, was zeigt, dass die Randbedingungen nach Gl. (5.4) ein-
gehalten werden.
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Abb. 5.5: Schubspannungen und Schubflussverlauf infolge einer Querkraftbelastung
der Gro¨ße 1 · 10−3 N .
5.2.2 Vergleich der Schubdeformation infolge Querkraft und piezo-
elektrischer Aktivierung
Bereits in Abschnitt 5.1 wurde diskutiert, dass bei der Ermittlung der Quer-
schnittsverwo¨lbung zu unterscheiden ist, ob als Beanspruchung eine elektrisch
induzierter Schubverformung oder eine Querkraftbelastung infolge a¨ußerer Ein-
wirkungen vorliegt. Die Unterschiede, die sich zwischen diesen beiden Beanspru-
chungen ergeben, werden anhand dieses Beispiels illustriert.
Der in Abbildung 5.6 dargestellte Rechteckquerschnitt nach Benjeddou [20] be-
steht aus zwei Aluminiumschichten und einer piezoelektrischen PZT-5H-Schicht,
die in ξ1-Richtung und damit senkrecht zur Querschnittsebene gepolt ist. Fu¨r
Al
PZT-5H
Al
ξ2
ξ3
b
h1
h2
h3
b = 30.0 mm
h1 = 8.0 mm
h2 = 2.0 mm
h3 = 8.0 mm
Abb. 5.6: Geometrie und Abmessungen des betrachteten Querschnitts.
das Aluminium-Material wird ein Elastizita¨tsmodul von E = 70.3GPa und ei-
ne Querdehnungszahl von ν = 0.345 angenommen. Die Daten fu¨r die PZT-5H-
Keramik sind im Anhang A.6 angegeben. Fu¨r die Finite-Element-Berechnung
wird jede Schicht mit 12 × 6 Elementen diskretisiert.
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Abb. 5.7: Querschnittsverwo¨lbung ω¯5 infolge Schub-Aktivierung in der piezoelektri-
schen Materialschicht.
Ein elektrisches Feld ~E3 verursacht infolge der vorgegebenen Polarisationsrich-
tung eine Schubdeformation des Querschnitts. Dieser Lastfall wird durch das
Aufbringen einer Einheits-Verdrehung um die ξ2-Achse in der PZT-5H-Schicht
abgebildet.
Die Abbildung 5.7 zeigt die ermittelte Verwo¨lbung ω¯5 infolge der Schubdefor-
mation des piezoelektrischen Materials. Der stufenfo¨rmige Verlauf von ω¯5 in ξ3-
Richtung ist deutlich erkennbar. Die minimalen und maximalen Werte von ω¯5
treten an der Ober- bzw. Unterseite der PZT-5H Schicht auf.
In Abbildung 5.8 ist die Verwo¨lbung ω¯3 des Querschnitts bei einer Querkraft-
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Abb. 5.8: Querschnittsverwo¨lbung ω¯3 infolge einer Querkraftbelastung Q3.
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belastung Q3 dargestellt. Um einen quantitativen Vergleich von ω¯3 mit ω¯5 zu
ermo¨glichen, ist der Wert von Q3 so gewa¨hlt, dass er der mechanischen Bean-
spruchung entspricht, die eine Schubverzerrung der Gro¨ße Eins in der piezoelek-
trischen Schicht hervorrufen wu¨rde. Dieser Wert la¨sst sich bei der vorliegenden
Geometrie aus der Beziehung
Q3 =
∫
Ω
S13 dA =
∫
Ω
2 ˜

33E13 dA =
∫
Ω
2 ˜

33 1 dA (5.43)
bestimmen. Mit einer Querschnittsfla¨che der PZT-5H-Schicht von 6 · 10−5 m2
und einem Schubmodul von ˜

33 = 23.3 GPa ergibt sich eine Querkraft von
Q3 = 1.398 · 106 N .
Die daraus resultierende Verwo¨lbung zeigt den fu¨r Rechteckquerschnitte typischen
S-fo¨rmigen Verlauf. Der Einfluss der verschiedenen Materialschichten besitzt hier
eine untergeordnete Bedeutung, da beide Werkstoffe einen a¨hnlichen Wert fu¨r
den Parameter ˜

33 besitzen.
Der Vergleich von ω¯3 mit ω¯5 zeigt, dass der Anteil der reinen Querschnitts-
verwo¨lbung bei der piezoelektrisch aktivierten Schubdeformation signifikant
gro¨ßer ist. Dies geht auch aus den beiden Abbildungen 5.7 und 5.8 hervor, in
denen die Verwo¨lbungen jeweils im gleichen Maßstab dargestellt sind. Da in den
Grafiken nur die Anteile ω¯3 bzw. ω¯5 beru¨cksichtigt werden, la¨sst sich daraus je-
doch keine Aussage u¨ber die Verformung der gesamten Stabstruktur ableiten.
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In diesem Kapitel wird eine dreidimensionale Stabformulierung zur Behand-
lung von elektromechanisch gekoppelten Problemen vorgestellt. Die wesentlichen
Aspekte dieser Formulierungen sind hierbei die Beru¨cksichtigung von endlichen
Rotationen, sowie die Implementierung eines nichtlinearen Materialmodells fu¨r
piezoelektrische Werkstoffe. Weiterhin werden Querschnittsverwo¨lbungen infolge
Torsion, Querkraft und piezoelektrisch induzierten Schubverzerrungen betrachtet.
Obwohl durch den piezoelektrischen Effekt selbst nur kleine Deformationen er-
reicht werden ko¨nnen, ist die Abbildung von endlichen Rotationen etwa bei An-
wendungen von Interesse, bei denen die Starrko¨rperbewegungen einer Stabstruk-
tur zu beru¨cksichtigen sind. Im Sensorbetrieb ko¨nnen damit z.B. stabfo¨rmige
Bauteile u¨berwacht werden, bei denen große Verformungen auftreten.
In der Literatur sind zahlreiche Vero¨ffentlichungen zu finden, in denen rein mecha-
nische Stabformulierungen mit endlichen Rotationen beschrieben sind. In diesem
Zusammenhang sind die Arbeiten von Bathe & Bolourchi [16], Gruttmann
et al. [63, 65], Ibrahimbegovic [75] und Simo & Vu-Quoc [144] zu nennen.
Wesentliche Unterschiede zwischen diesen Formulierungen bestehen dabei in den
verwendeten Verzerrungsmaßen, der Anzahl der Freiheitsgrade und in der Be-
handlung der Rotationen.
Piezoelektrische Stabformulierungen, in denen geometrische Nichtlinearita¨ten un-
ter Beru¨cksichtigung von moderaten Rotationen behandelt werden, sind vorwie-
gend in der ju¨ngeren Literatur anzutreffen, wie z.B. in den Arbeiten von Butz &
Klinkel [27] oder Mukherjee & Chaudhuri [119]. Stabilita¨tsprobleme bei
piezoelektrischen Stabstrukturen werden z.B. von Hu et al. [69] und von Muk-
herjee & Chaudhuri [118] untersucht. Entsprechende Formulierungen mit fi-
niten Rotationen sind bislang nicht zu finden.
Die Beru¨cksichtigung von nichtlinearen, piezoelektrischen Materialmodellen in-
nerhalb von Stabformulierungen wurde in der Literatur bisher kaum diskutiert.
Lediglich Zhou & Chattopadhyay [178] betrachten in ihrer Arbeit ein Mo-
dell zur Abbildung von ferroelektrischen Hysteresen im Rahmen einer Bernoulli-
Stabtheorie.
Die hier vorgestellte Stabformulierung basiert auf den Arbeiten von Sauer [135]
bzw. Gruttmann et al. [63, 65]. Darin wird eine Finite-Element-Formulierung
fu¨r ein dreidimensionales Stabelement vorgestellt, wobei unter anderem endli-
che Rotationen, eine beliebige Querschnittsgeometrie, die Verwo¨lbung des Quer-
schnitts infolge Torsion und elastoplastisches Materialverhalten beru¨cksichtigt
werden. Zur Modellierung von piezoelektrischen Stabstrukturen ist es erforderlich,
diese Formulierung entsprechend zu erweitern bzw. zu modifizieren, um sie den
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in Abschnitt 1.3 genannten Anforderungen anzupassen. Die wesentlichen A¨nde-
rungen lassen sich wie folgt zusammenfassen:
• Erweiterung des Stabmodells zur Beru¨cksichtigung der elektrischen Feld-
gro¨ßen.
• Implementierung des Preisach-Modells zur Abbildung der materiellen
Nichtlinearita¨ten, die aus den ferroelektrischen Werkstoffeigenschaften re-
sultieren. Elastoplastisches Materialverhalten wird dagegen nicht weiter be-
trachtet.
• Erweiterung der Stabkinematik um zwei weitere Freiheitsgrade. Auf diese
Weise lassen sich neben den Querschnittsverwo¨lbungen infolge Torsion zwei
zusa¨tzliche Verwo¨lbungsanteile beru¨cksichtigen, die sich aus Querkraftbe-
lastungen bzw. aus piezoelektrisch induzierten Schubdeformationen erge-
ben.
6.1 Kinematik
Zur Formulierung des Stabmodells werden die folgenden Annahmen getroffen:
• Die dreidimensionale Stabkinematik wird mit Hilfe der Timoshenko-Theorie
beschrieben, die durch drei zusa¨tzliche Wo¨lbfreiheitsgrade erweitert wird.
• Die Form des Querschnitts vera¨ndert sich durch die Deformation des Stabes
nicht.
• Es werden dickwandige Querschnitte betrachtet.
• Die mechanischen Belastungen wirken richtungstreu. Die elektrischen Be-
lastungen nach Abschnitt 6.2 werden bezu¨glich der lokalen Stabachsen de-
finiert.
In Abbildung 6.1 ist ein allgemeiner Stab der La¨nge L in der Referenz- sowie in
der Momentankonfiguration dargestellt. Zur Beschreibung eines beliebigen Punk-
tes in der Referenzkonfiguration B0 wird ein orthogonales Koordinatensystem
Ai mit den Koordinaten (ξ1, ξ2, ξ3) eingefu¨hrt. Im undeformierten Zustand liegt
der Basisvektor A1 tangential an der Stabkoordinate S = ξ1 ∈ [0, L], die Quer-
schnittsebene wird von den beiden Basisvektoren A2 und A3 aufgespannt. Das
in der Momentankonfiguration Bt definierte Koordinatensystem ai besitzt eben-
falls orthogonale Basisvektoren. Infolge der Stabkinematik nach der Timoshenko-
Theorie muss der Basisvektor a1 jedoch nicht mehr tangential an S anliegen.
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Abb. 6.1: Allgemeines Stabmodell.
Der Ursprung O der Koordinatensysteme Ai bzw. ai liegt auf einer frei wa¨hlba-
ren Referenzlinie des Stabes, die nicht mit dem Schwerpunkt oder dem Schub-
mittelpunkt u¨bereinstimmen muss. Die Gro¨ße Sq definiert den Schwerpunkt des
Gesamtquerschnitts, Sp entspricht dem Schwerpunkt der piezoelektrischen Mate-
rialschicht.
Die Vektoren X0 und x0 definieren einen beliebigen Punkt auf der Referenzlinie
des Stabes in der Referenz- bzw. der Momentankonfiguration. Seine Verschiebung
u ist durch die Beziehung u = x0 −X0 gegeben.
Ausgehend von dem globalen kartesischen Koordinatensystem ei folgen die Ba-
sisvektoren Ai bzw. ai der jeweiligen Konfiguration aus den orthogonalen Trans-
formationen
Ai(S) = R0(S) ei bzw. ai(S, t) = R(S, t) ei . (6.1)
Die Rotationstensoren R0(S) und R(S, t) sind Elemente der eigentlich orthogo-
nalen SO(3)-Gruppe, die auch als spezielle orthogonale Gruppe oder Lie-Gruppe
bezeichnet wird. Fu¨r ein Element R dieser Gruppe gilt
SO(3) = {R : R3 ⇒ R3 | RT = R−1 und det R = +1} . (6.2)
Die Beschreibung von endlichen Rotationen kann durch verschiedene Verfahren
erfolgen, wie z.B. Eulerwinkel, Kardanwinkel oder Quaternionen. Diese sind in
der Literatur ausfu¨hrlich dargestellt, etwa in den Arbeiten von Argyris [9],
Ge´radin & Rixen [57] oder Stuelpnagel [150].
Bei dem Konzept, das hier weiter verfolgt wird, erfolgt die Beschreibung der Rota-
tion durch die Drehung um eine Achse im Raum. Diese Achse kann hierbei durch
einen Pseudovektor ω repra¨sentiert werden, dessen Orientierung der Richtung
der Drehachse entspricht. Der Betrag des Vektors ‖ω‖ bestimmt die Gro¨ße des
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Drehwinkels. Die Bestimmung des Rotationstensors R erfolgt bei diesem Verfah-
ren mit der Rodrigues-Formel, die z.B. bei Ba¸sar & Weichert [11] detailliert
behandelt wird.
Ein beliebiger Punkt des Stabes kann in der Momentan- und in der Referenzkon-
figuration durch die Ortsvektoren X bzw. x eindeutig bestimmt werden
X(ξ2, ξ3, S) =X0(S) + ξ2A2(S) + ξ3A3(S)
x(ξ2, ξ3, S, t) = x0(S, t) + ξ2 a2(S, t) + ξ3 a3(S, t) + [˜¯ω(ξ2, ξ3) ·α(S, t)]a1(S, t) .
(6.3)
Der Vektor ˜¯ω beinhaltet die Werte von drei Wo¨lbfunktionen an der Stelle der
Querschnittskoordinaten (ξ2, ξ3). Welche Wo¨lbfunktionen hierbei zu beru¨cksich-
tigen sind, ergibt sich aus der jeweiligen Belastung des Systems. Findet z.B. ei-
ne Beanspruchung infolge einer a¨ußeren mechanischen Belastung statt, dann ist
˜¯ω = [ω¯1, ω¯2, ω¯3] sinnvoll, bei einer elektrisch induzierten Schubdeformation soll-
ten dagegen die Wo¨lbfunktionen ˜¯ω = [ω¯1, ω¯4, ω¯5] in Betracht gezogen werden. Die
Bedeutung der jeweiligen Funktionen ω¯1 bis ω¯5 ist in Abschnitt 5.1.3 beschrieben.
Jede Wo¨lbfunktion wird mit jeweils einem Skalierungsfaktor αi, i=1..3 multipli-
ziert, die in dem Vektor α = [α1, α2, α3]
T zusammengefasst sind. Der Basisvektor
a1 wird bei der Betrachtung der Querschnittsverwo¨lbung als abschnittsweise kon-
stant angenommen [64].
Es ist prinzipiell auch denkbar, alle fu¨nf Wo¨lbfunktionen ω¯1 bis ω¯5 gleichzei-
tig in der Stabformulierung zu beru¨cksichtigen. Dagegen spricht jedoch, dass die
Verwo¨lbungsanteile infolge Querkraft und infolge elektrischer Schubdeformation
aus unterschiedlichen Belastungen resultieren und daher in der Regel nicht zu-
sammen auftreten. Weiterhin erfordert diese Maßnahme bei der Finite-Element-
Approximation zwei weitere Freiheitsgrade pro Knoten, was die Effizienz der For-
mulierung vermindern wu¨rde.
Ausgehend von der Definition der Ortsvektoren X und x ko¨nnen die Tangen-
tenvektoren Gi = X,i und gi = x,i bestimmt werden, fu¨r die sich die folgenden
Beziehungen ergeben
G1 =X
′
0 + ξ2A
′
2 + ξ3A
′
3 g1 = x
′
0 + ξ2 a
′
2 + ξ3 a
′
3 + ˜¯ω ·α′ a1
G2 = A2 g2 = a2 + (˜¯ω,2 ·α)a1 (6.4)
G3 = A3 g3 = a3 + (˜¯ω,3 ·α)a1 .
Dabei entspricht der Ausdruck (·)′ der Ableitung nach der Stabkoordinate S. Die
in Gl. (6.4) auftretenden Ableitungen der Basisvektoren werden mit Hilfe der
Rotationstensoren bestimmt
A′i = R
′
0R
T
0Ai a
′
i = R
′RTai . (6.5)
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Die Tensorprodukte R′0R
T
0 bzw. R
′RT ergeben jeweils einen schiefsymmetri-
schen Tensor. Damit lassen sich die Beziehungen in Gl. (6.5) alternativ in der
Form
A′i = θ0 ×Ai a′i = θ × ai (6.6)
darstellen, worin θ0 und θ den axialen Vektoren von R
′
0R
T
0 bzw. R
′RT entspre-
chen.
Da in dieser Arbeit zwar große Verformungen aber nur kleine Verzerrungen be-
trachtet werden, la¨sst sich der Green-Lagrangesche Verzerrungstensor E u¨ber die
Tangentenvektoren bestimmen [63, 135]
Eij =
1
2
(x,i ·x,j −X,i ·X,j ) = 1
2
(gi · gj −Gi ·Gj) . (6.7)
Im Rahmen der Stabtheorie kann der aus Gl. (6.7) resultierende Verzerrungsten-
sor auf den Vektor Eb = [E11, 2E12, 2E13]
T vereinfacht, und in folgender Weise
dargestellt werden
Eb = Â(ξ2, ξ3) Ê(S) . (6.8)
In der mechanischen Transformationsmatrix Â sind die von den Querschnittsko-
ordinaten ξ2 und ξ3 abha¨ngigen Gro¨ßen zusammengefasst
Â(ξ2, ξ3) =
 1 0 0 0 ξ3 −ξ2 0 0 0 ˜¯ω1 ˜¯ω2 ˜¯ω30 1 0 −ξ3 0 0 ˜¯ω1,2 ˜¯ω2,2 ˜¯ω3,2 0 0 0
0 0 1 ξ2 0 0 ˜¯ω1,3 ˜¯ω2,3 ˜¯ω3,3 0 0 0
 . (6.9)
Der Vektor der Stabverzerrungen Ê ist eine Funktion der Stabkoordinate S
Ê(S) =

ε− ε0
κ− κ0
α
α′
 . (6.10)
Aufgrund der Annahme, dass nur kleine Verzerrungen auftreten, und damit die
Terme aus Produkten ho¨herer Ordnung von ξ2, ξ3, ˜¯ωi, αi, α
′
i vernachla¨ssigt werden
ko¨nnen [135], ergeben sich fu¨r die Verzerrungsmaße ε und κ die Beziehungen
ε =
 12 x′0 · x′0x′0 · a2
x′0 · a3
 κ =
 θ · a1x′0 · a′3
x′0 · a′2
 . (6.11)
Die Gro¨ßen ε0 und κ0 folgen aus Gl. (6.11), indem die Basisvektoren der Momen-
tankonfiguration durch diejenigen der Referenzkonfiguration ersetzt werden.
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6.2 Elektrische Feldgro¨ßen
Neben der Kinematik muss im Rahmen einer elektromechanisch gekoppelten
Stabformulierung auch eine Beschreibung der elektrischen Feldgro¨ßen φ und ~E
erfolgen. Hierbei ist ein geeigneter Polynomansatz fu¨r das elektrische Potential in
ξ2- und in ξ3-Richtung erforderlich, um die elektrischen Feldgro¨ßen in der Quer-
schnittsebene hinreichend genau zu erfassen.
Die Wahl dieses Ansatzes wird in der Literatur in mehreren Arbeiten diskutiert.
Aus diesen geht hervor, dass die Approximation mit einem linearen Polynoman-
satz fu¨r φ in ξ2- und in ξ3-Richtung unzureichend ist, siehe hierzu z.B. Altay &
Do¨kmeci [7], Krommer & Irschik [95] oder Wang & Quek [168, 169].
Der Anteil von φ aus ho¨herer Polynomordnung ist auf die elektromechanische
Kopplung zwischen den Verzerrungen und dem elektrischen Feld zuru¨ckzufu¨hren.
Da er nicht direkt aus einer a¨ußeren elektrischen Belastung folgt, wird er in der
Literatur auch als induced potential bezeichnet [18]. In Abha¨ngigkeit von den
resultierenden Verzerrungen kann hieraus eine nichtlineare Verteilung des elek-
trischen Potentials innerhalb des Querschnitts resultieren. So zeigen z.B. Wang
& Quek [169] durch eine analytische Betrachtung, dass sich bei einer reinen
Biegebeanspruchung des Stabes und unter Beru¨cksichtigung bestimmter Rand-
bedingungen ein quadratischer Verlauf von φ u¨ber den Querschnitt einstellt.
Zur hinreichend genauen Erfassung von Biegezusta¨nden in der piezoelektrischen
Materialschicht wird daher das elektrische Potential mit dem folgenden, quadra-
tischen Polynomansatz approximiert
φ(ξ2, ξ3, S) = c1(S)+c2(S) ξp2+c3(S) ξp3+c4(S)
(
b2p
4
− ξ2p2
)
+c5(S)
(
h2p
4
− ξ2p3
)
.
(6.12)
Die Gro¨ßen bp und hp entsprechen dabei der Ho¨he und der Breite der piezoelek-
trischen Materialschicht innerhalb des Querschnitts. Die Koordinaten ξp2 und
ξp3 beziehen sich auf das Koordinatensystem, dessen Ursprung mit dem Schwer-
punkt der piezoelektrischen Materialschicht zusammenfa¨llt, wie in Abbildung 6.1
dargestellt ist. Dabei gilt ξp2 = ξ2 − sp2 bzw. ξp3 = ξ3 − sp3. Der Ansatz fu¨r die
quadratischen Terme in Gl. (6.12) ist dabei so gewa¨hlt, dass diese an den Ra¨ndern
der piezoelektrischen Schicht zu Null werden. Die fu¨nf Anteile, aus denen nach
Gl. (6.12) das elektrische Potential approximiert wird, sind in Abbildung 6.2 il-
lustriert.
Durch diese Approximation des elektrischen Potentials ist die Geometrie der
piezoelektrischen Materialschicht auf einen rechteckigen Querschnitt beschra¨nkt.
Weiterhin ermo¨glicht dieser Ansatz nur eine begrenzte Erfassung des induzierten
Potentials infolge der Querschnittsverwo¨lbung. Dieser Anteil der elektromechani-
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Abb. 6.2: Darstellung des konstanten, der beiden linearen und der beiden quadrati-
schen Anteile zur Approximation des elektrischen Potentials φ nach Gl. (6.12).
schen Kopplung ist jedoch in der Regel verha¨ltnisma¨ßig klein und kann deshalb
vernachla¨ssigt werden.
Die Koeffizienten c1 bis c5 sind zuna¨chst nicht bekannt und entsprechen den
elektrischen Freiheitsgraden der Stabformulierung. Aus Gl. (6.12) wird ersicht-
lich, dass die Gro¨ßen c1 bis c5 verschiedene Einheiten besitzen und damit auch
die zugeho¨rigen Freiheitsgrade physikalisch unterschiedlich interpretiert werden
mu¨ssen. Wa¨hrend c1 den konstanten Anteil des Potentials angibt, beschreiben c2
und c3 den linear vera¨nderlichen Anteil von φ in ξ2 bzw. ξ3 Richtung, und ent-
sprechen somit den konstanten Anteilen von ~E2 und ~E3 in der piezoelektrischen
Schicht, jedoch mit negativem Vorzeichen. Die Anteile c4 und c5 ko¨nnen als die
Gradienten des elektrischen Feldes in ξ2 bzw. ξ3 Richtung interpretiert werden.
Mit der Beziehung ~E = −Gradφ resultiert aus dem Potentialansatz nach
Gl. (6.12) der elektrische Feldvektor ~E. Analog zu den Verzerrungen aus Ab-
schnitt 6.1 erfolgt hier eine Aufteilung von ~E = [ ~E1, ~E2, ~E3]
T in der Form
~E = A¯(ξ2, ξ3) ~¯E(S) . (6.13)
Der Vektor ~¯E beinhaltet hierbei die elektrischen Feldgro¨ßen der Stabformulierung
~¯E(S) =
[
Φ
Φ′
]
. (6.14)
Die Vektoren Φ = [c1, c2, c3, c4, c5]
T und Φ′ = [c′1, c
′
2, c
′
3, c
′
4, c
′
5]
T enthalten die
Koeffizienten des Potentialansatzes aus Gl. (6.12) bzw. deren Ableitungen nach
der Stabkoordinate S.
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Fu¨r die elektrische Transformationsmatrix A¯ als Funktion von ξp2 und ξp3 gilt
A¯ = −
 0 0 0 0 0 1 ξp2 ξp3
(
b2p
4
− ξ2p2
) (
h2p
4
− ξ2p3
)
0 1 0 −2 ξp2 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −2 ξp3 0 0 0 0 0
 .
(6.15)
Die Formulierungen von φ und ~E nach Gl. (6.12) bzw. (6.13) beziehen sich auf
das lokale Koordinatensystem des Stabes, wodurch sich das Aufbringen bzw. das
Abgreifen von elektrischen Feldgro¨ßen sehr einfach gestaltet. Da bei den hier
betrachteten Stabstrukturen die Elektroden fest mit der piezoelektrischen Mate-
rialschicht verbunden sind, bleibt die relative Lage zueinander auch im verform-
ten Zustand anna¨hernd unvera¨ndert. Entsprechend bleibt auch die Richtung der
elektrischen Feldgro¨ßen bezu¨glich der Stabachse erhalten, was mit einer lokalen
Formulierung einfach erfasst werden kann.
6.3 Schwache Form des Gleichgewichts
Die schwache Form des Gleichgewichts der piezoelektrischen Stabformulierung re-
sultiert aus der entsprechenden Kontinuumsformulierung nach Gl. (2.41), indem
nur noch diejenigen Spannungs- und Verzerrungskomponenten aus der Stabtheo-
rie betrachtet werden
G(v, δv,Φ, δΦ) =
∫
B0
δETb Sb dV −
∫
B0
δ ~E
T ~D dV −
∫
B0
ρ0 b0 · δu dV
+
∫
B0
ρ¯0 δφ dV −
∫
∂tB0
t0 · δu dA−
∫
∂σ¯B0
σ¯0 δφ dA = 0 .
(6.16)
Hierbei beinhalten die beiden ersten Integrale in Gl. (6.16) die virtuelle in-
nere Arbeit der mechanischen bzw. elektrischen Gro¨ßen. Die beiden folgenden
Integrale entsprechen den auf den Stab wirkenden, virtuellen Volumenkra¨ften.
Zuna¨chst werden nur die statischen Anteile beru¨cksichtigt, eine Erweiterung um
die zeitabha¨ngigen Gro¨ßen wird in Abschnitt 6.7 diskutiert. Die beiden letzten
Ausdru¨cke in Gl. (6.16) repra¨sentieren die virtuellen a¨ußeren Arbeiten infolge von
Oberfla¨chenlasten bzw. Oberfla¨chenladungen.
Durch die Beru¨cksichtigung des kondensierten Stoffgesetzes nach Gl. (3.21) wird
gewa¨hrleistet, dass die schwache Form der Stabtheorie in Gl. (6.16) energetisch
gleichwertig zur Beziehung (2.41) ist. In den folgenden Abschnitten werden die
entsprechenden virtuellen Gro¨ßen bestimmt, die zur Auswertung von Gl. (6.16)
erforderlich sind.
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6.3.1 Virtuelle Verzerrungen
Aus der Kinematik der Stabformulierung resultieren die mechanischen Freiheits-
grade v = [u,R,α]T , die aus der Verschiebung u der Referenzachse, dem Ro-
tationstensor R = ai ⊗ ei und den Skalierungsfaktoren α der Wo¨lbfunktionen
bestehen [65]. Die virtuellen Stabkinematen sind definiert als
Vv = {δv = [δu, δw, δα]T : [0, L]→ R3 | δv = 0 auf ∂uB} , (6.17)
wobei auf dem Rand ∂uB die Verschiebungen bzw. Verdrehungen vorgegeben sind.
Der axiale Vektor δw folgt aus der Beziehung δai = δRR
T ai = δw × ai.
Die im Rahmen der Stabformulierung auftretenden Stabverzerrungen sind in dem
Vektor δÊ zusammengefasst
δÊ =

δε
δκ
δα
δα′
 , (6.18)
wobei fu¨r die virtuellen Verzerrungen δε und Kru¨mmungen δκ die Beziehungen
δε =
 x′0 · δu′a2 · δu′ + x′0 · δa2
a3 · δu′ + x′0 · δa3
 δκ =
 a1 · δθ + θ · δa1a′3 · δu′ + x′0 · δa′3
a′2 · δu′ + x′0 · δa′2
 (6.19)
gelten. Die Variation der Skalierungsfaktoren und deren Ableitung nach S sind
mit den beiden Vektoren
δα =
 δα1δα2
δα3
 δα′ =
 δα′1δα′2
δα′3
 (6.20)
gegeben. Die virtuellen Gro¨ßen δEb und δÊ ko¨nnen unter Beru¨cksichtigung der
mechanischen Transformationsmatrix Â aus Gl. (6.9) folgendermaßen ineinander
u¨berfu¨hrt werden
δEb = Â δÊ . (6.21)
6.3.2 Virtuelles elektrisches Feld
Die Freiwerte zur Beschreibung der elektrischen Feldgro¨ßen sind in dem Vektor Φ
zusammengefasst. Das virtuelle elektrische Potential ist in dem Funktionsraum
Vφ = {δΦ : [0, L]→ R3 | δΦ = 0 auf ∂φB} (6.22)
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definiert, wobei das Potential auf dem Rand ∂φB vorgegeben ist. Fu¨r das virtuelle
elektrische Feld gilt
δ ~E = −Grad δφ , (6.23)
wobei sich δφ aus Gl. (6.12) bestimmen la¨sst. Die Auswertung von Gl. (6.23)
fu¨hrt auf die Beziehung zwischen den virtuellen Gro¨ßen des elektrischen Feldes
und dem elektrischen Feldvektor der Stabformulierung
δ ~E = A¯ δ ~¯E mit δ ~¯E =
[
δΦ
δΦ′
]
(6.24)
und den beiden Vektoren
δΦ = [δc1, δc2, δc3, δc4, δc5]
T und δΦ′ = [δc′1, δc
′
2, δc
′
3, δc
′
4, δc
′
5]
T . (6.25)
6.3.3 Virtuelle innere Arbeit
Die virtuelle innere Arbeit, die aus der schwachen Form des Gleichgewichts nach
Gl. (6.16) hervorgeht, besteht sowohl aus einem mechanischen, als auch aus einem
elektrischen Anteil
Gint(v, δv,Φ, δΦ) =
∫
B0
δETb Sb dV −
∫
B0
δ ~E
T ~D dV . (6.26)
Die U¨berfu¨hrung in eine Darstellung bezu¨glich der Gro¨ßen δÊ
T
bzw. δ ~¯ET der
Stabformulierung erfolgt mit den Transformationsbeziehungen aus Gl. (6.21) und
Gl. (6.24)
Gint(v, δv,Φ, δΦ) =
∫
S
δÊ
T
Ŝ dS −
∫
S
δ ~¯ET ~¯D dS . (6.27)
Die zu dem Verzerrungsmaß δÊ arbeitskonformen Schnittgro¨ßen Ŝ und die zu
dem elektrischen Feld δ ~¯E arbeitskonformen dielektrischen Verschiebungen ~¯D
ko¨nnen aus der jeweiligen Querschnittsintegration bestimmt werden.
Die Schnittgro¨ßen Ŝ folgen aus einer Integration u¨ber die Querschnittsfla¨che
Ŝ =
∫
A
Â
T
Sb dA =
∫
A

S11 e1 + S12 e2 + S13 e3
W d (S11 e1 + S12 e2 + S13 e3)
˜¯ω,2 S12 + ˜¯ω,3 S13
˜¯ω S11

[12×1]
dA (6.28)
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mit W d = skewd und dem axialen Vektor d = [0, ξ2, ξ3]
T . Die Komponenten des
Schnittgro¨ßenvektors Ŝ lassen sich als die bekannten Gro¨ßen aus der Stabtheorie
identifizieren
Ŝ =

N
Q2
Q3
M1
M2
M3
N ˜¯ω1
N ˜¯ω2
N ˜¯ω3
M ˜¯ω1
M ˜¯ω2
M ˜¯ω3

}
}
}
}
Normalkraft
Querkra¨fte
Torsionsmoment
Biegemomente
sekunda¨res Torsionsmoment
sekunda¨res Wo¨lbmoment
Bimoment
Bimoment aus Verwo¨lbung
. (6.29)
Aus den Wo¨lbfunktionen ˜¯ω2 und ˜¯ω3 ergeben sich hierbei die zusa¨tzlichen Schnitt-
gro¨ßen N ˜¯ω2 , N ˜¯ω3 , M ˜¯ω2 und M ˜¯ω3 , die in der Formulierung mit zu beru¨cksichtigen
sind.
In analoger Weise folgen die arbeitskonformen Gro¨ßen zum elektrischen Feld der
Stabformulierung ~¯E aus dem Querschnittsintegral
~¯D =
∫
A
A¯
T ~D dA =
∫
A
−

~D2 e2 + ~D3 e3
−2 ξp2 ~D2
−2 ξp3 ~D3
Φ ~D1

[10×1]
dA . (6.30)
Im Gegensatz zu den mechanischen Anteilen ist in diesem Fall keine anschauliche
Interpretation der Komponenten des resultierenden Vektors ~¯D bekannt. Er stellt
somit eine reine Rechengro¨ße dar.
6.3.4 Virtuelle a¨ußere Arbeit
Die Bestimmung der virtuellen Gro¨ßen aus Gl. (6.16) bezu¨glich der Stabformulie-
rung wird mit der Auswertung der externen virtuellen Arbeiten komplettiert. Die
mechanischen und die elektrischen Anteile werden hierbei getrennt voneinander
behandelt.
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Mechanischer Teil
Die mechanischen Anteile der externen virtuellen Arbeit sind mit der schwachen
Form des Gleichgewichts nach Gl. (6.16) gegeben. Die entsprechenden Volumen-
kra¨fte und die auf der Oberfla¨che wirkenden Kra¨fte werden in dem Lastvektor pˆ
zusammengefasst.
Gmechext (v, δv) = −
∫
B0
ρ0 b0 · δu dV −
∫
∂tB0
t0 · δu dA = −
∫
S
pˆ · δxp dS . (6.31)
Unter Beru¨cksichtigung der definierten Anforderungen an die Stabformulierung
nach Abschnitt 1.3 wird angenommen, dass der Lastangriffspunkt in der Quer-
schnittsebene auf der Bezugsachse liegt. Im Vergleich zu [65] vereinfacht sich
damit der Ortsvektor rp des Lastangriffspunktes bezu¨glich der Referenzachse auf
den Ausdruck
rp = (α · ˜¯ωp)a1 (6.32)
mit ˜¯ωp = ˜¯ω(0, 0). Der Ortsvektor xp des Lastangriffspunktes und dessen Variation
δxp sind durch die Beziehungen
xp = x0 + rp = x0 + (α · ˜¯ωp)a1 (6.33)
δxp = δx0 + (δα · ˜¯ωp)a1 + (α · ˜¯ωp) δa1 (6.34)
gegeben. Der mechanische Anteil der externen virtuellen Arbeit aus der Beziehung
(6.31) la¨sst sich damit umformen∫
S
pˆ · δxp dS =
∫
S
qˆ · δv dS , (6.35)
wobei der Vektor qˆ die Stabbelastung und damit die arbeitskonforme Gro¨ße zu
den virtuellen Stabkinematen δv darstellt, und in folgender Weise definiert ist
qˆ =
 pˆmˆ
pˆ ˜¯ω
 =
 pˆ(rp × pˆ)
(pˆ · a1) ˜¯ωp
 . (6.36)
Elektrischer Teil
In diesem Abschnitt werden die elektrischen Anteile Gelcext der virtuellen a¨ußeren
Arbeit behandelt, die sich aus den Volumenladungen ρ¯0 und den Oberfla¨chenla-
dungen σ¯0 ergeben
Gelcext(Φ, δΦ) =
∫
B0
ρ¯0 δφ dV −
∫
∂σ¯B0
σ¯0 δφ dA . (6.37)
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Die Variation des elektrischen Potentials δφ wird mit dem Vektor a¯ in die Form
δφ(ξp2, ξp3, S) = a¯(ξp2, ξp3) · δΦ(S) mit a¯ =

1
ξp2
ξp3(
b2p
4
− ξ2p2
)
(
h2p
4
− ξ2p3
)

(6.38)
u¨berfu¨hrt, wodurch eine Trennung der elektrischen Freiheitsgrade c1 bis c5 von
den Koordinaten ξ2 bzw. ξ3 erreicht wird. Damit lassen sich die zum virtuellen
elektrischen Potentialvektor δΦ arbeitskonformen Gro¨ßen q¯ρ¯ und q¯σ¯ formulieren
Gelcext =
∫
S
δΦT
(∫∫
hp bp
ρ¯0 a¯ d ξ2 d ξ3
)
︸ ︷︷ ︸
q¯
ρ¯
dS −
∫
S
δΦT
(∮
s
σ¯0 a¯ d s
)
︸ ︷︷ ︸
q¯
σ¯
dS , (6.39)
die sich aus der Bestimmung der beiden Integrale in Gl. (6.37) ergeben. Der
Ausdruck q¯ρ¯ beinhaltet hierbei das Integral der Volumenladungen u¨ber die Quer-
schnittsfla¨che des Stabes, wa¨hrend die Gro¨ße q¯σ¯ das Linienintegral s der Ober-
fla¨chenladungen σ¯0 beru¨cksichtigt.
Zur Verdeutlichung des in Beziehung (6.39) auftretenden Ringintegrals ist in
Abbildung 6.3 der rechteckfo¨rmige Querschnitt einer piezoelektrischen Materi-
alschicht illustriert. Auf den Oberfla¨chen dieser Schicht wirken die elektrischen
Ladungen σ¯i, wobei angenommen wird, dass jede Seite des Querschnitts komplett
s
ξp2
ξp3
σ¯u2 σ¯
o
2
σ¯u3
σ¯o3
hp
bp
ξ1
ξ2
ξ3
Sp2
Sp3
Abb. 6.3: Darstellung der Oberfla¨chenladungen σ¯i, die bei der Formulierung des elek-
trischen Lastvektors zu beru¨cksichtigen sind.
88 6 PIEZOELEKTRISCHE STABFORMULIERUNG
mit einer Elektrode bedeckt ist. Aus der Auswertung des Ringintegrals folgt mit
den elektrischen Oberfla¨chenladungen die Belastungsgro¨ße
q¯σ¯ =

(σ¯o3 + σ¯
u
3 ) bp + (σ¯
o
2 + σ¯
u
2 )hp
0 + 1
2
(σ¯o2 − σ¯u2 )hp bp
1
2
(σ¯o3 − σ¯u3 )hp bp + 0
1
6
(σ¯o3 + σ¯
u
3 ) b
3
p + 0
0 + 1
6
(σ¯o2 + σ¯
u
2 )h
3
p
 , (6.40)
die in entsprechende Komponente aufgeteilt ist, um sie den jeweiligen Freiheits-
graden c1 bis c5 des elektrischen Potentials zuzuordnen. Der elektrische Anteil
der virtuellen a¨ußeren Arbeit Gelcext bezu¨glich der Gro¨ße δΦ ist somit in der Form
Gelcext =
∫
S
q¯ · δΦ dS (6.41)
gegeben, wobei in dem Vektor q¯ = q¯ρ¯ + q¯σ¯ die Streckenlasten aus den Volumen-
und Oberfla¨chenladungen zusammengefasst sind.
6.4 Linearisierung
Die linearisierte Form der virtuellen Arbeit ergibt sich aus der Linearisierung der
schwachen Form des Gleichgewichts nach Abschnitt 2.5. Aus der Anwendung auf
die Stabformulierung folgt daraus
Lin[G(v +∆v, δv,Φ+∆Φ, δΦ)] = G+ [Dv G · ∆v +DΦG∆Φ] . (6.42)
6.4.1 Linearisierung der virtuellen inneren Arbeit
Die Linearisierung der virtuellen inneren Arbeiten ergibt sich aus der Beziehung
(6.42) entsprechend als
[Dv G · ∆v +DΦG∆Φ]int =
∫
B0
δEb ·∆Sb dV −
∫
B0
δ ~E ·∆ ~D dV
+
∫
B0
∆δEb · Sb dV −
∫
B0
∆δ ~E · ~D dV .
(6.43)
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Sie la¨sst sich unter Beru¨cksichtigung des nichtlinearen Stoffgesetzes nach Bezie-
hung (3.17) in folgender Weise darstellen
[Dv G · ∆v +DΦG∆Φ]int =
∫
B0
δEb · ( ˜  ∆Eb − ˜ ∆~E) dV
−
∫
B0
δ ~E · (˜ T ∆Eb + ²˜∆~E +∆~P i) dV
+
∫
B0
∆δEb · Sb dV −
∫
B0
∆δ ~E · ~D dV .
(6.44)
Zur Auswertung der Integrale in Gl. (6.44) mu¨ssen die linearisierten bzw. die
linearisierten virtuellen Gro¨ßen der Verzerrungen und des elektrischen Feldes be-
stimmt werden.
Linearisierung der Verzerrungen
Die Linearisierung einer Gro¨ße entspricht formal der entsprechenden Variation,
wobei das Variationssymbol δ durch das Linearisierungssymbol ∆ ausgetauscht
wird [172]. Wriggers S. 322 Auf diese Weise kann die Linearisierung der Stabver-
zerrungen ∆Ê = [∆ε,∆κ,∆α,∆α′] mit den Eintra¨gen
∆ε =
 x′0 ·∆u′a2 ·∆u′ + x′0 ·∆a2
a3 ·∆u′ + x′0 ·∆a3
 ∆κ =
 a′1 ·∆θ + θ ·∆a1a′3 ·∆u′ + x′0 ·∆a′3
a′2 ·∆u′ + x′0 ·∆a′2
 (6.45)
angegeben werden. Entsprechend gilt fu¨r die linearisierten Verzerrungsgro¨ßen
∆Eb und ∆Ê die Transformationsbeziehung
∆Eb = Â∆Ê . (6.46)
Die linearisierten virtuellen Stabverzerrungen ∆δÊ = [∆δε,∆δκ,0,0]T sind mit
den Ausdru¨cken
∆δε =
 δu′ ·∆u′δa2 ·∆u′ + δu′ ·∆a2 + x′0 ·∆δa2
δa3 ·∆u′ + δu′ ·∆a3 + x′0 ·∆δa3

∆δκ =
 δa′2 ·∆a3 + δa3 ·∆a′2+ a3 ·∆δa′2 + a′2 ·∆δa3δa′3 ·∆u′ + δu′ ·∆a′3 + x′0 ·∆δa′3
δa′2 ·∆u′ + δu′ ·∆a′2 + x′0 ·∆δa′2

(6.47)
gegeben. Die Darstellung des Eintrags ∆δκ1 folgt aus der virtuellen Gro¨ße δκ1
aus Gl. (6.19) durch die Umformung δκ1 = δ(θ · a1) = δ(a′2 · a3).
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Linearisierung des elektrischen Feldes
Die Linearisierung des elektrischen Feldvektors der Stabformulierung lautet
∆~¯E =
[
∆Φ
∆Φ′
]
mit
∆Φ = [∆c1,∆c2,∆c3,∆c4,∆c5]
T
∆Φ′ = [∆c′1,∆c
′
2,∆c
′
3,∆c
′
4,∆c
′
5]
T
. (6.48)
Mit Hilfe der elektrischen Transformationsmatrix A¯ erfolgt die U¨berfu¨hrung von
∆~¯E in die Gro¨ße ∆~E in bekannter Weise
∆~E = A¯∆~¯E . (6.49)
Die Linearisierung des virtuellen elektrischen Feldvektors der Stabformulierung
ist gleich Null
∆δ ~¯E = 0 . (6.50)
Damit vereinfacht sich die Beziehung (6.44), da das Integral
∫
B
∆δ ~E · ~D dV nicht
weiter beru¨cksichtigt werden muss.
Darstellung der Querschnittsintegrale
Unter Einbeziehung der Transformationsbeziehungen der Verzerrungen nach
Gl. (6.21) und (6.46) sowie der elektrischen Feldgro¨ßen nach Gl. (6.24) und (6.49)
la¨sst sich Gl. (6.44) in folgender Form darstellen
[Dv G · ∆v +DΦG∆Φ]int =
∫
B0
(δÊ
T
Â
T ˜ Â∆Ê − δÊT ÂT ˜ A¯∆~¯E) dV
−
∫
B0
(δ ~¯ET A¯
T
˜ T Â∆Ê + δ ~¯ET A¯
T
²˜ A¯∆~¯E +∆~P
i
) dV
+
∫
B0
∆δEb Sb dV .
(6.51)
Aus dieser Formulierung kann das Integral u¨ber das Volumen des Stabes aufgeteilt
werden in eine Integration u¨ber den Querschnitt und in eine Integration u¨ber die
Stabla¨nge dS
[Dv G · ∆v +DΦG∆Φ]int =
∫
S
(δÊ
T
Dˆ∆Ê − δÊT ˆ¯D∆~¯E) dS
+
∫
S
(δ ~¯ET ˆ¯DT ∆Ê + δ ~¯E D¯∆~¯E) dS
+
∫
S
∆δÊ
T
Ŝ dS .
(6.52)
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Die in Gl. (6.52) auftretenden Matrizen Dˆ, ˆ¯D und D¯ entsprechen den Integralen
u¨ber die Querschnittsfla¨che dA des Stabes
Dˆ =
∫
A
Â
T ˜  Â dA
ˆ¯D =
∫
A
Â
T
˜ A¯ dA (6.53)
D¯ =
∫
A
A¯
T
(²˜+ ²Pol) A¯ dA .
Es ist ersichtlich, dass bei dieser Integration sowohl die Materialeigenschaften
als auch die Form des Querschnitts beru¨cksichtigt werden. Die in der Matrix
Dˆ enthaltenen Eintra¨ge ko¨nnen folglich als die bekannten mechanischen Quer-
schnittswerte aus der Stabtheorie identifiziert werden [135].
Die bisher noch nicht definierten Gro¨ßen ∆~P
i
und ²Pol resultieren aus dem nicht-
linearen Materialmodell. Die Linearisierung der irreversiblen Polarisation fu¨hrt
auf den Tensor ²Pol, der als zusa¨tzlicher Anteil der elektrischen Permittivita¨t
beru¨cksichtigt wird. Die Bestimmung von ²Pol wird in Abschnitt 6.5 im Detail
behandelt.
6.4.2 Linearisierung der virtuellen a¨ußeren Arbeit
Die linearisierten Anteile der mechanischen und elektrischen virtuellen a¨ußeren
Arbeit folgen aus den beiden Beziehungen (6.31) und (6.41)
[Dv G · ∆v +DΦG∆Φ]ext = −
∫
S
pˆ ·∆δxp + q¯ ·∆δΦ dS , (6.54)
mit den entsprechenden Gro¨ßen
∆δxp = (δα · ˜¯ωp)∆a1 + (∆α · ˜¯ωp) δa1 + (α · ˜¯ωp)∆δa1
∆δΦ = 0
. (6.55)
Damit sind jetzt alle Gro¨ßen verfu¨gbar, die fu¨r eine numerische Behandlung der
dargestellten Formulierung mit der Methode der Finiten Elemente erforderlich
sind. Die entsprechende Umsetzung wird in Abschnitt 6.6 erla¨utert.
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6.5 Beru¨cksichtigung des nichtlinearen Stoffgesetzes
Durch das nichtlineare Stoffgesetz nach Gl. (3.17) ist in der linearisierten Form
der inneren virtuellen Arbeit nach Gl. (6.44) zusa¨tzlich das Integral∫
B0
δ ~E
T
∆~P
i
dV (6.56)
zu beru¨cksichtigen. Da die irreversible Polarisation eine Funktion des elektrischen
Feldes ist, fu¨hrt die Auswertung des Terms ∆~P
i
auf die Beziehung∫
B0
δ ~E
T
∆~P
i
dV =
∫
B0
δ ~E
T ∂ ~P
i
∂ ~E
∆~E dV . (6.57)
Die partielle Ableitung der irreversiblen Polarisation ~P
i
nach dem elektrischen
Feld ergibt einen Tensor zweiter Stufe, der als der linearisierte Anteil der elektri-
schen Permittivita¨t interpretiert werden kann
²Pol :=
∂ ~P
i
∂ ~E
. (6.58)
Im Gegensatz zu [28], worin die irreversible Polarisation in Form eines zusa¨tz-
lichen Belastungsterms beru¨cksichtigt wird, fu¨hrt diese Formulierung zu einer
nichtlinearen Komponente in der elektrischen Steifigkeitsmatrix. Der Vorteil bei
diesem Vorgehen besteht in der einfachen Implementierung im Rahmen der
Finite-Element-Formulierung.
Innerhalb der numerischen Berechnung erfolgt die Auswertung der partiellen Ab-
leitungen in Gl. (6.58) vereinfacht mit dem Differenzen-Quotienten bezu¨glich des
letzten Iterationsschritts. Zu Beginn der Berechnung sind entsprechende Startpa-
rameter vorzugeben, welche das Material im unbelasteten Zustand definieren.
Durch die Bestimmung der partiellen Ableitung mit dem Differenzen-Quotienten
wird zwar keine konsistente Linearisierung der irreversiblen Polarisation erreicht,
der Vorteil dieses Verfahrens besteht jedoch seinem geringen numerischen Auf-
wand und dem guten Konvergenzverhalten, wie in Beispiel 7.2.1 gezeigt wird.
Die Bestimmung der entsprechenden Gro¨ßen innerhalb eines Lastschrittes ist in
Tafel 6.1 dargestellt.
Weiterhin sind die aus dem nichtlinearen Materialmodell resultierenden, irreversi-
blen Verzerrungen zu beru¨cksichtigen. Der fu¨r das Stoffgesetz relevante reversible
Anteil folgt aus der Beziehung
Eb = E
ges
b −Eib , (6.59)
wobei sich die irreversible Gro¨ße Eib nach Gl. (4.17) bestimmen la¨sst.
6.5 Beru¨cksichtigung des nichtlinearen Stoffgesetzes 93
letzter Gleichgewichtszustand zum Zeitpunkt t, Belastung ~E(t)
Lastinkrement ∆~E → ~E(t+1) = ~E(t) +∆~E
Start der Iteration: k = k + 1
Preisach-Modell: ~P
i (k)
= ~P
i
(~E
(t+1)
,Mi,mi)
mit Mi, mi als lokale Extremwerte von ~E
nach Abschnitt 4.1.1
Materialparameter: ˜ (k) = ˜ (~P
i (t)
)
˜ (k) = ˜

(~P
i (t)
)
²˜(k) = ²˜ (~P
i (t)
)
Linearisierung ²Pol (k) = ∂ ~P
i(k)
/∂ ~E
(t+1)
irreversible
Verzerrungen: E
i (k)
b = E
i
b (
~P
i (k)
) nach Gl. (4.17)
Stoffgesetz S
(k)
b =
˜ (k) (E
ges (k)
b −Ei (k)b )− ˜ (k) ~E
(t+1)
~D
(k)
= ˜ (k)T (E
ges (k)
b −Ei (k)b ) + (²˜+ ²Pol)(k) ~E
(t+1)
Ende Iteration
Tafel 6.1: Algorithmus zur Beru¨cksichtigung des nichtlinearen Stoffgesetzes.
Die Materialtensoren ˜
 
, ˜ und ²˜ besitzen eine funktionale Abha¨ngigkeit von der
irreversiblen Polarisation, die entsprechend zu beachten ist. Hierzu wird die piezo-
elektrische Matrix nach Gl. (4.18) bezu¨glich der irreversiblen Polarisation aus dem
letzten Gleichgewichtszustand transformiert. Die entsprechenden Umformungen
der Elastizita¨ts- und der Permittivita¨tsmatrix folgen aus der Beziehung (4.19).
Wa¨hrend der Iteration innerhalb eines Lastschrittes ergeben sich damit konstante
Werte fu¨r ˜
 
und ˜ . Aufgrund des Anteils ²P gilt dies nicht fu¨r die elektrische
Permittivita¨t ².
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6.6 Finite-Element-Formulierung
Die zuvor formulierte, schwache Form des Gleichgewichts kann nun mit der Me-
thode der Finiten Elemente na¨herungsweise gelo¨st werden. In diesem Abschnitt
wird die dafu¨r erforderliche Finite-Element-Approximation behandelt. Fu¨r einen
vertiefenden Einblick in diese Verfahren sei z.B. auf die Lehrbu¨cher von Ba-
the [15], Cook et al. [39], Wriggers [172] oder Zienkiewicz & Taylor [179]
verwiesen.
Das grundlegende Vorgehen bei der Finite-Element-Methode besteht darin, dass
die betrachtete Struktur Ω zuna¨chst in eine endliche Anzahl von numel Teilge-
bieten Ωe zerlegt wird
Ωh =
numel⋃
e=1
Ωe . (6.60)
Die Eigenschaften dieser einzelnen Teilgebiete, die als finite Elemente bezeichnet
werden, sind durch Parameter definiert, die von der jeweiligen Elementformu-
lierung abha¨ngen. Der obere Index h kennzeichnet hierbei die approximierten
Gro¨ßen.
Innerhalb eines Elements werden dessen Eigenschaften zwischen den Werten der
Elementknoten interpoliert. Hierzu dienen die Interpolationsfunktionen, die auch
als Form- oder Ansatzfunktionen bekannt sind. Mit der allgemeinen Darstellung
NI(ξ) =
k+1∏
i=1
ξi − ξ
ξi − ξI i 6= I, I = 1, ...nel (6.61)
la¨sst sich fu¨r einen beliebigen Knoten I das entsprechende Lagrangesche Inter-
polationspolynom NI(ξ) von k-ter Ordnung erzeugen. Mit der Koordinate ξ wird
fu¨r jedes Stabelement ein eigenes Koordinatensystem parallel zur Stabkoordina-
te S definiert, wobei gilt −1 ≤ ξ ≤ 1. In dieser Arbeit wird ein Stabelement
mit jeweils zwei Knoten diskretisiert. Die daraus resultierenden, linearen Inter-
polationsfunktionen N1(ξ) und N2(ξ) der beiden Knoten sowie die zugeho¨rigen
Ableitungen nach ξ lassen sich aus Gl. (6.61) direkt angeben
N1(ξ) =
1
2
(1− ξ) N2(ξ) = 1
2
(1 + ξ)
N ′1 = −
1
2
N ′2 =
1
2
.
(6.62)
Unter Beru¨cksichtigung der verwendeten isoparametrischen Elementformulierung
werden fu¨r die Geometrie und die Freiheitsgrade eines Elements die gleichen
Formfunktionen verwendet. Die approximierten Gro¨ßen der OrtsvektorenX0 und
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x0, der Skalierungsfaktoren α, des elektrischen Potentials und den zugeho¨rigen
Ableitungen lauten
Xh0 =
2∑
I=1
X0 I NI(ξ) X
′h
0 =
2∑
I=1
X0 I N
′
I(ξ)
xh0 =
2∑
I=1
(X0 I + uI)NI(ξ) x
′h
0 =
2∑
I=1
(X0 I + uI)N
′
I(ξ)
αh =
2∑
I=1
αI NI(ξ) α
′h =
2∑
I=1
αI N
′
I(ξ)
Φh =
2∑
I=1
ΦI NI(ξ) Φ
′h =
2∑
I=1
ΦI N
′
I(ξ) .
(6.63)
Die Basisvektoren Am und am werden innerhalb eines Elements in gleicher Weise
aus den Knotenwerten interpoliert. Damit behalten die Basissysteme ihre Ortho-
gonalita¨t lediglich an den Knoten, innerhalb eines Elements geht diese Eigenschaft
verloren. Nach [65] werden die Berechnungsergebnisse dadurch jedoch nicht be-
eintra¨chtigt
Ahm =
2∑
I=1
AmI NI(ξ) A
′h
m =
2∑
I=1
AmI N
′
I(ξ)
ahm =
2∑
I=1
amI NI(ξ) a
′h
m =
2∑
I=1
amI N
′
I(ξ) .
(6.64)
Die Basisvektoren AmI der Referenzkonfiguration ko¨nnen aus der Geometrie des
Finite-Element-Netzes bestimmt werden. Zur Ermittlung der Basisvektoren amI
in der Momentankonfiguration nach Gl. (6.1) muss der Rotationstensor RI be-
kannt sein, der aus der Rodrigues-Formel folgt. Durch drei unabha¨ngige Parame-
ter, die in dem Pseudovektor ω zusammengefasst sind, la¨sst sich eine endliche
Rotation mit Hilfe der Rodrigues-Formel darstellen
RI = amI ⊗ em = 1+ sinωI
ωI
ΩI +
1− cosωI
ω2I
Ω2I . (6.65)
Der Betrag ωI = ‖ωI‖ =
√
ω21 I + ω
2
2 I + ω
2
3 I des Pseudovektors ω entspricht der
Gro¨ße der Rotation. Fu¨r den schiefsymmetrischen Tensor ΩI mit dem axialen
Vektor ω gilt die Beziehung ΩI h = ωI × h fu¨r alle Vektoren h ∈ R3
ΩI =
 0 −ω3 I ω2 Iω3 I 0 −ω1 I
−ω2 I ω1 I 0
 mit ωI =
ω1 Iω2 I
ω3 I
 . (6.66)
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Fu¨r den Update des Rotationstensors existieren verschiedene Strategien. Beim
multiplikativen Update folgt der aktuelle Rotationstensor Rk aus dem Rotations-
inkrement ∆R(∆ω) und dem Rotationstensor Rk−1 des letzten Iterationsschritts
Rk = ∆R(∆ω)Rk−1. Dieses Verfahren ist zwar frei von Singularita¨ten, erfordert
jedoch zusa¨tzlichen Speicherplatz fu¨r Rk−1 und fu¨hrt im nicht auskonvergierten
Gleichgewichtszustand zu einer geometrischen Steifigkeitsmatrix, die nicht sym-
metrisch ist.
Beim additiven Update entsprechend den Beziehungen (6.65) und (6.66) er-
gibt sich Rk aus dem Rotationstensor des totalen Rotationsvektors ω bezu¨glich
der Basis der Referenzkonfiguration Rk = R(ω)R0. Dieses Verfahren fu¨hrt
zwar zu symmetrischen Elementsteifigkeitsmatrizen, ist jedoch nur im Bereich
0 ≤ ωI < 2pi frei von Singularita¨ten.
Basierend auf der Arbeit von Sauer [135] wird hier eine Formulierung verwen-
det, welche die Vorteile der beiden vorherigen Verfahren vereint. Wa¨hrend der
Iteration innerhalb eines Lastschrittes erfolgt hierbei ein additiver Update des
Rotationsvektors bezu¨glich des letzten Gleichgewichtszustands ωk = ωk−1 +∆ω
mit ωk=1 = 0. Der aktuelle Rotationstensor folgt aus einem multiplikativen Up-
date Rk = R(ωk)RE, wobei sich der Rotationstensor RE auf den letzten Gleich-
gewichtszustand bezieht. Wenn im letzten Iterationsschritt kG der neue Gleich-
gewichtszustand erreicht ist, wird der Tensor RE mit der Zuordnung RE = R
kG
aktualisiert.
Eine U¨bersicht der hier diskutierten Vorgehensweisen ist bei Menzel et al. [116]
dargestellt. In der Arbeit von Betsch et al. [24] erfolgt eine ausfu¨hrliche Dis-
kussion von additiven und multiplikativen Update-Strategien im Rahmen von
numerischen Berechnungsverfahren.
Die Approximation der virtuellen Gro¨ßen sowie deren Ableitung nach der Koor-
dinate ξ wird fu¨r die Verschiebungen, den Skalierungsvektor α, die Basisvektoren
in der Momentankonfiguration sowie fu¨r den elektrischen Potentialvektor durch-
gefu¨hrt
δuh =
2∑
I=1
δuI NI(ξ) δu
′h =
2∑
I=1
δuI N
′
I(ξ)
δαh =
2∑
I=1
δαI NI(ξ) δα
′h =
2∑
I=1
δαI N
′
I(ξ)
δahm =
2∑
I=1
δamI NI(ξ) δa
′h
m =
2∑
I=1
δamI N
′
I(ξ)
δΦh =
2∑
I=1
δΦI NI(ξ) δΦ
′h =
2∑
I=1
δΦI N
′
I(ξ) .
(6.67)
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Die in gleicher Weise erfolgende Approximation des linearisierten, virtuellen Ba-
sisvektors ∆δam lautet
∆δahm =
2∑
I=1
∆δamI NI(ξ) ∆δa
′h
m =
2∑
I=1
∆δamI N
′
I(ξ) . (6.68)
Die Bestimmung der virtuellen Basisvektoren δamI sowie deren linearisierte Form
∆δamI erfordert umfangreiche mathematische Umformungen, von denen im Rah-
men dieser Arbeit nur die Ergebnisse dargestellt werden. Die ausfu¨hrlichen Her-
leitungen der entsprechenden Beziehungen werden in [65] bzw. [135] behandelt.
Fu¨r die virtuellen Basisvektoren δamI kann die Beziehung
δamI = δRIR
T
I amI = δwI × amI =W TmI δwI (6.69)
angegeben werden, womit ebenfalls giltWmI = skew(amI)
T . Der Zusammenhang
zwischen den Gro¨ßen δwI und δωI ergibt sich durch die Matrix H I
δwI =HI δωI mit HI = 1+ cˆ1Ω+ cˆ2Ω
2 (6.70)
und die beiden Konstanten
cˆ1 =
1− cos ω1
ω2I
und cˆ2 =
ωI − sin ωI
ω2I
. (6.71)
Das Skalarprodukt der linearisierten, virtuellen Basisvektoren ∆δam mit einem
beliebigen Vektor h ∈ R3 bzw. der entsprechenden Ableitung ∆δa′m kann durch
die beiden Beziehungen
h ·∆δahm =
2∑
I=1
NI δwI ·M(amI ,h)∆wI
h ·∆δa′hm =
2∑
I=1
N ′I δwI ·M(amI ,h)∆wI
(6.72)
approximiert werden. Fu¨r die in Gl. (6.72) auftretende Matrix M (amI ,h) gilt
M (amI ,h) =
1
2
(amI ⊗ h+ h⊗ amI)− (amI · h)1
− cˆ3
[
1
2
(bmI ⊗ ωI + ωI ⊗ bmI)− (bmI · ωI)1
]
(6.73)
+ cˆ4(bmI · ωI)Ω2I
mit den Konstanten
cˆ3 =
2 cosωI + ωI sinωI − 2
w2I (cosωI − 1)
und cˆ4 =
4 cosωI + ωI sinωI + ω
2
I − 4
2ω4I (cosωI − 1)
. (6.74)
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Die Approximation der virtuellen Verzerrungen δÊ
h
folgt aus den virtuellen Stab-
kinematen der Elementknoten δvI = [δuI , δwI , δαI ]
T und der Bˆ-Matrix
δÊ
h
=
2∑
I=1
BˆI δvI (6.75)
mit BˆI =

xT0 N
′
I 0 0
aT2 N
′
I b
T
2 I(x
′
0)NI 0
aT3 N
′
I b
T
3 I(x
′
0)NI 0
0 bT2 I(a3)N
′
I 0
a′T3 N
′
I b
′T
3 I(x
′
0)NI + b
T
3 I(x
′
0)N
′
I 0
a′T2 N
′
I b
′T
2 I(x
′
0)NI + b
T
2 I(x
′
0)N
′
I 0
0 0 13×3NI
0 0 13×3N
′
I

[12×9]
. (6.76)
Der Vektor bmI und dessen Ableitung nach der Stabkoordinate sind in der Form
bmI(h) = amI × h b′mI(h) = a′mI × h (6.77)
definiert. Entsprechend zu Gl. (6.75) kann die Beziehung zwischen dem approxi-
mierten virtuellen elektrischen Feld ~¯E und dem virtuellen elektrischen Potential-
vektor δΦI formuliert werden
δ ~¯Eh =
2∑
I=1
B¯I δΦI mit B¯I =
[
NI 15×5
N ′I 15×5
]
[10×5]
. (6.78)
Linearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts
Durch die Beru¨cksichtigung der Approximationen nach Gl. (6.75) und (6.78),
sowie den Transformationen nach Gl. (6.21), (6.24), (6.46) und (6.49) in dem
linearisierten Randwertproblem aus Gl. (6.42) folgt die Beziehung
Lin[G(vh, δvh,Φh, δΦh)] =
numel⋃
e=1
2∑
I=1
2∑
K=1
δde TI (f
e
I +K
e
T IK ∆d
e
K) . (6.79)
In den Vektoren δdeI und ∆d
e
I sind die virtuellen bzw. die linearisierten Knoten-
freiwerte der Stabformulierung auf Elementebene zusammengefasst
δdeI =
[
δveI
δΦeI
]
∆deI =
[
∆veI
∆ΦeI
]
. (6.80)
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Der Knotenlastvektor f eI entha¨lt sowohl die mechanischen als auch die elektri-
schen Belastungsgro¨ßen fˆ I bzw. f¯ I in der Form
f eI =
[
fˆ I
f¯ I
]
[14×1]
mit
fˆ I =
∫
S
Bˆ
T
I Ŝ −NI qˆ dS
f¯ I =
∫
S
B¯
T
I
~¯D +NI q¯ dS .
(6.81)
Die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix KeT IK kann in vier Teilmatrizen un-
tergliedert werden, die den mechanischen, den gekoppelten und den elektrischen
Anteilen der Elementsteifigkeit entsprechen
KeT IK =
[
KˆT IK − ˆ¯KT IK
ˆ¯KTT IK K¯T IK
]
[14×14]
. (6.82)
Hierbei ist zu beachten, dass die beiden Eintra¨ge auf der Nebendiagonalen
von KeT IK ein unterschiedliches Vorzeichen besitzen, was eine unsymmetrische
tangentiale Steifigkeitsmatrix zur Folge hat. Die jeweiligen Teilmatrizen aus
Gl. (6.82) ergeben sich aus der Auswertung der Integrale
KˆT IK =
∫
S
Bˆ
T
I Dˆ BˆK + GˆIK + Pˆ IK dS (6.83)
ˆ¯KT IK =
∫
S
Bˆ
T
I
ˆ¯DB¯K dS (6.84)
K¯T IK =
∫
S
B¯
T
I D¯ B¯K dS . (6.85)
Die Definition der Querschnittsmatrizen Dˆ, ˆ¯D und D¯ ist in Gl. (6.53) angege-
ben. Im Falle einer materiell linearen Berechnung ist es hierbei ausreichend, die
Querschnittsintegration nur einmal durchzufu¨hren, und die daraus resultierenden
Ergebnisse zu speichern. Besonders bei Problemstellungen, die eine hohe Diskre-
tisierung des Querschnitts erfordern, kann mit diesem Vorgehen die Effizienz der
Berechnung maßgeblich gesteigert werden.
Eine weitere Verbesserung der Effizienz kann durch eine selektive Integration der
einzelnen Elemente eines Querschnitts erreicht werden. Aufgrund der quadrati-
schen Anteile der Koordinaten ξ2 und ξ3 in der Matrix A¯ treten in dem Ausdruck
D¯ Polynome vierter Ordnung auf. Zur exakten numerischen Integration eines
Querschnittselements mit piezoelektrischem Material sind somit 3×3 Gaußpunk-
te erforderlich. Bei rein mechanischen Materialien entspricht die Matrix A¯ einer
Nullmatrix. In diesem Fall muss nur der Ausdruck Dˆ integriert werden, im dem
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ho¨chstens quadratische Polynome auftreten. Somit ist eine Integration mit 2× 2
Gaußpunkten ausreichend.
Beim Aufbau der mechanischen Elementsteifigkeitsmatrix nach Gl. (6.83) sind
weiterhin die beiden Anteile GˆIK und Pˆ IK zu beru¨cksichtigen, die aus der Linea-
risierung der virtuellen inneren bzw. a¨ußeren Arbeit resultieren.
Die sogenannte geometrische Matrix GˆIK beschreibt den Zusammenhang zwi-
schen den Stabschnittgro¨ßen Ŝ und den geometrischen Gro¨ßen x′0, amI und a
′
mI .
Sie ist definiert als
GˆIK =
GuuIK GuwIK 0GwuIK GwwIK 0
0 0 0

[9×9]
, (6.86)
wobei fu¨r die Untermatrizen die folgenden Beziehungen gelten
GuuIK = N
′
I N
′
K 13×3N
1
GuwIK = N
′
I NK Wˆ
T
qK +N
′
I N
′
K Wˆ
T
mK +N
′
I NK Wˆ
′T
mK
GwuIK = NI N
′
K Wˆ q I +N
′
I N
′
K WˆmI +NI N
′
K Wˆ
′
mI
GwwIK = N
′
I NKM
23
IK +NI N
′
KM
32
IK +NI NKM
′
IK + (NIM q I +N
′
IMmI) δIK .
(6.87)
Die darin enthaltenen Ausdru¨cke lassen sich in der Form
Wˆ
T
q I =W 2 I Q2 +W 3 I Q3
Wˆ
T
mI =W 3 I M2 +W 2 I M3
Wˆ
′T
mI =W
′
3 I M2 +W
′
2 I M3
M 23IK =W 2 IW
T
3K M1
M 32IK =W 3 IW
T
2K M1
M ′IK = (W
′
2 IW
T
3K +W 3 IW
′T
2K)M1
M q I =M 2 I(x
′
0)Q2 +M 3 I(x
′
0)Q3 +M 3 I(a
′
2)M1
MmI =M 2 I(a3)M1 +M 3 I(x
′
0)M2 +M 2 I(x
′
0)M3
(6.88)
angeben, mit den abku¨rzenden Schreibweisen
W i I = skew(ai I)
T
W ′i I = skew(a
′
i I)
T
M i I(h) =M (ai I ,h) .
(6.89)
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Die Linearisierung des Lastvektors fu¨hrt auf den Anteil Pˆ IK , der bei der mecha-
nischen Elementsteifigkeitsmatrix KˆT IK beru¨cksichtigt werden muss. Aufgrund
der Annahme, dass der Angriffspunkt einer a¨ußeren Belastung keinen Hebelarm
bezu¨glich der Stabachse besitzt, treten in der Matrix P eIK nur noch die Anteile
infolge der Verwo¨lbung des Querschnitts auf
Pˆ IK =
0 0 00 0 P wαIK
0 P αwIK 0

[9×9]
, (6.90)
wobei fu¨r die Untermatrizen gilt
P wαIK = −NI NKW 1 I pˆ ˜¯ωTp
P αwIK = −NI NK ˜¯ωp pˆT W T1K .
(6.91)
Fu¨r den Fall, dass die Verwo¨lbung der Schwerpunktkoordinate des Querschnitts
gleich Null ist ˜¯ω(0, 0) = 0, entfa¨llt der komplette Anteil P IK .
Die Integration der Elementsteifigkeitsmatrizen u¨ber die Stabla¨nge S nach
Gl. (6.83) - (6.85) erfordert im Rahmen einer elektromechanisch gekoppelten For-
mulierung eine detaillierte Betrachtung. Bei rein mechanischen Stabformulierun-
gen wird hierfu¨r ha¨ufig eine reduzierte Integration angewendet. Dieses Vorgehen
hat die beiden Vorteile, dass es einen geringeren numerischen Aufwand erfordert,
und dass damit eine Versteifung der Struktur infolge von shear-locking-Effekten
vermieden werden kann.
Bei einer Finite-Element-Approximation mit zwei Knoten pro Stabelement wer-
den die Integrale u¨ber die Stabla¨nge bei einer reduzierten Integration nur noch
an einer Stu¨tzstelle in der Elementmitte ausgewertet. Mit diesem Verfahren ist es
jedoch nicht mehr mo¨glich, den elektrischen Anteil der Elementsteifigkeitsmatrix
exakt zu integrieren, was zu ungenauen Berechnungsergebnissen fu¨hrt.
Aus diesem Grund wird bei der numerischen Integration die tangentiale Element-
steifigkeitsmatrix aufgeteilt, und die Anteile KˆT IK und
ˆ¯KT IK mit einem, und
der Anteil K¯T IK mit zwei Gaußpunkten in Stabla¨ngsrichtung integriert.
Durch die Einfu¨hrung des axialen Vektors ω zur Beschreibung der unabha¨ngigen
Rotationsparameter ist eine weitere Transformation der mechanischen Gro¨ßen
erforderlich, mit welcher die unbekannten Knotendrehwinkel w durch ω ersetzt
werden
Lin[G(v∗h,δv∗h,Φh, δΦh)] =
numel⋃
e=1
2∑
I=1
2∑
K=1
[
δv∗I
δΦI
]T([
fˆ
∗
I
f¯ I
]
+
[
Kˆ
∗
T IK − ˆ¯K∗T IK
ˆ¯K∗TT IK K¯T IK
][
∆v∗K
∆ΦK
])
.
(6.92)
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Die transformierten Gro¨ßen folgen aus den Beziehungen
Kˆ
∗
T IK = T
T
I KˆT IK TK fˆ
∗
I = T
T
I f I
ˆ¯K∗T IK = T
T
I
ˆ¯KT IK δv
∗
I = [δuI , δωI , δαI ]
T (6.93)
ˆ¯K∗TT IK =
ˆ¯KTT IK TK ∆v
∗
K = [∆uK ,∆ωK ,∆αK ]
T
mit der Transformationsmatrix
T I = diag[1,HI ,1] , (6.94)
wobei die MatrixHI bereits in Gl. (6.70) angegeben ist. In den Arbeiten [65, 135]
wird als Alternative die Mo¨glichkeit diskutiert, die inkrementellen Knotendreh-
winkel ∆w als unbekannte Freiheitsgrade zu verwenden. Bei dieser Vorgehens-
weise entfa¨llt die Transformation nach Gl. (6.92), allerdings ist in diesem Fall
zusa¨tzlicher Speicherplatz erforderlich.
6.7 Beru¨cksichtigung von dynamischen Problemen
Bei dynamischen Problemstellungen ist die Volumenkraft b um die zeitabha¨ngigen
Anteile in der Form
b = b0 − d0 u˙− ρ0u¨ (6.95)
zu erweitern. Hierbei beschreiben die Vektoren u˙ und u¨ die Geschwindigkeit bzw.
die Beschleunigung eines Punktes x. Die Gro¨ße d0 entspricht der Da¨mpfungskon-
stanten. Die schwache Form des Gleichgewichts la¨sst sich unter Beru¨cksichtigung
dieser zusa¨tzlichen Anteile in der folgenden Weise darstellen
Gdyn = G+
∫
B0
δuT d0 u˙ dV +
∫
B0
δuT ρ0 u¨ dV , (6.96)
wobei der Ausdruck G bereits in Gl. (6.16) definiert ist. Die Transformationsbe-
ziehung zwischen den virtuellen Verschiebungen δu und den virtuellen Stabkine-
maten folgt mit
δu = â δv mit â =
[
1[3×3], skewd, e1 ˜¯ω
T
]
[3×9]
. (6.97)
Entsprechend gelten fu¨r die zeitlichen Ableitungen des Vektors u die Beziehungen
u˙ = â v˙ und u¨ = â v¨ . (6.98)
Mit diesen Transformationen kann die schwache Form des Gleichgewichts aus
Gl. (6.96) umgeformt werden
Gdyn = G+
∫
B0
δvT âT d0 â v˙ dV +
∫
B0
δvT âT ρ0 â v¨ dV . (6.99)
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Unter Beru¨cksichtigung der Finite-Element-Approximationen nach der Bezie-
hung (6.67) la¨sst sich nun die Da¨mpfungsmatrix De bzw. die Massenmatrix M e
eines Stabelements definieren
DeIK =
[
DˆIK 0
0 0
]
bzw. M eIK =
[
Mˆ IK 0
0 0
]
, (6.100)
wobei fu¨r die beiden Untermatrizen gilt
DˆIK =
∫
S
NI
∫∫
A
â
T d0 a dA NK dS
Mˆ IK =
∫
S
NI
∫∫
A
â
T ρ0 a dA NK dS .
(6.101)
Die Matrizen DeIK und M
e
IK sind damit ausschließlich mit den mechanischen
Freiheitsgraden gekoppelt. Die in der Stabformulierung auftretenden Rotations-
freiheitsgrade werden durch die Approximationen nach Gl. (6.98) in den Matrizen
DeIK und M
e
IK beru¨cksichtigt. Nach dem Zusammenbau u¨ber alle Elemente
F =
numel⋃
e=1
f e D =
numel⋃
e=1
De M =
numel⋃
e=1
M e
d˙ =
numel⋃
e=1
d˙
e
d¨ =
numel⋃
e=1
d¨
e
(6.102)
kann der Residuumsvektor R in folgender Weise definiert werden
R = F +D d˙+M d¨ = 0 . (6.103)
Dabei enthalten die Elementvektoren d˙
e
= [v˙,0]T und d¨
e
= [v¨,0]T die Zeitab-
leitungen der mechanischen Freiheitsgrade. Die Zeitableitungen der elektrischen
Freiheitsgrade werden gleich Null angenommen.
Die Zeitintegration erfolgt mit dem Newmark-Verfahren [15, 172], wobei die
Standardparameter β = 0.25 und γ = 0.5 verwendet werden. Eine detaillierte
Beschreibung dieses Verfahrens unter Beru¨cksichtigung einer elektromechanisch
gekoppelten Formulierung ist der Arbeit von Simkovics [142] zu entnehmen.
Mit der Beru¨cksichtigung von dynamischen Problemstellungen ist die Finite-
Element-Approximation vollsta¨ndig. Die Leistungsfa¨higkeit der vorgestellten
Stabformulierung wird in dem folgenden Kapitel anhand von verschiedenen Bei-
spielen demonstriert.
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7 Numerische Beispiele
In diesem Kapitel wird die Leistungsfa¨higkeit der entwickelten Elementformulie-
rung anhand von unterschiedlichen numerischen Beispielen untersucht. Zu diesem
Zweck wurde die Elementformulierung in eine modifizierte Version der Finite-
Element-Software FEAP [156] implementiert.
Zuna¨chst erfolgt die Durchfu¨hrung einiger Elementtests, um auf diese Weise
bestimmte Eigenschaften der Stabformulierung gezielt zu betrachten. Hierzu
geho¨ren der quadratische Ansatz des elektrischen Potentials, der Einfluss, der aus
der Kondensation des Stoffgesetzes resultiert, sowie die Beru¨cksichtigung der elek-
trischen Oberfla¨chenladungen als Belastungsgro¨ßen. Das nichtlineare Materialmo-
dell wird anhand zweier Beispiele verifiziert, wobei unter anderem die beliebige
Orientierung der irreversiblen Polarisation und geschichtsabha¨ngige Belastungen
diskutiert werden. In einem weiteren Beispiel erfolgt der Vergleich mit numeri-
schen Ergebnissen aus der Literatur, um auf diese Weise die Leistungsfa¨higkeit
des entwickelten Elements im Vergleich zu anderen Balkenformulierungen ein-
zuordnen. Der Einfluss der piezoelektrisch induzierten Schubverwo¨lbung auf die
Ergebnisse der numerischen Berechnung wird bei der Untersuchung zweier Shear-
Mode-Aktoren deutlich. Weitere Beispiele illustrieren die Leistungsfa¨higkeit der
Elementformulierung bei der Modellierung von dreidimensionalen Strukturen und
bei der Behandlung von geometrisch nichtlinearen und dynamischen Problemstel-
lungen.
Bei den numerischen Beispielen werden in Abha¨ngigkeit vom betrachteten Pro-
blem nicht immer alle 14 Knotenfreiheitsgrade bei der Berechnung beru¨cksich-
tigt. Im Sinne einer kurzen und eindeutigen Bezeichnung sind in Tabelle 7.1 die
entsprechenden Abku¨rzungen zur Charakterisierung der Element-Eigenschaften
angegeben, die sich aus dem Blockieren bestimmter Freiheitsgrade ergeben.
So sagt z.B. die Bezeichnung Stab-W0E5 aus, dass alle Verwo¨lbungsfreiheits-
Querschnittsverwo¨lbung W0: wird nicht beru¨cksichtigt
W1: infolge Torsion
WQ3: infolge Torsion und Querkraft
WP3: infolge Torsion und piezoelektrischer
Schubdeformation
Approximation des elektrischen E0 wird nicht beru¨cksichtigt
Potentials E3 linearer Potentialansatz
E5 quadratischer Potentialansatz
Tab. 7.1: Definierte Abku¨rzungen zur Charakterisierung der Element-Eigenschaften.
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grade gehalten sind, und ein quadratischer Ansatz des elektrischen Potentials
beru¨cksichtigt wird. Die Angabe Stab-W0E0 bezeichnet eine rein mechanische
Formulierung mit einer Kinematik entsprechend der Timoshenko-Stabtheorie.
Zur besseren Veranschaulichung der Ergebnisse aus der numerischen Berechnung
ist der deformierte Stab in einigen Beispielen als dreidimensionale Struktur dar-
gestellt. Diese resultiert aus einer Nachlaufrechnung, in der aus dem Stabelement
und der Geometrie des Querschnitts ein dreidimensionaler Ko¨rper generiert wird.
7.1 Einfache Elementtests
7.1.1 Piezoelektrischer Biegestab
In diesem Beispiel werden die beiden folgenden, grundlegenden Eigenschaften der
Stabformulierung untersucht:
• Quadratischer Ansatz des elektrischen Potentials.
• Beru¨cksichtigung der Querdehnung bei der elektromechanischen Kopplung
durch die Kondensation des Stoffgesetzes.
Zu diesem Zweck wird das in Abbildung 7.1 dargestellte System betrachtet. Es
besteht aus einem piezoelektrischen Stab, der an beiden Enden gelenkig gelagert
ist, und mit zwei Endmomenten M belastet wird. Das piezoelektrische Material
ist in ξ3-Richtung gepolt.
Bei der vorgegebenen Belastung treten in dem Stab lediglich die Verzerrungen E11
und ein elektrisches Feld ~E3 auf. Beide Gro¨ßen sind in Richtung der Stabachse
L b
h
M M
Seitenansicht Querschnitt
ξ3
ξ1
M = 10−3 Nm
L = 20 mm
b = 1 mm
h = 1 mm
FE-Diskretisierung
K1 K21
ξ1
ξ3
gehaltene Freiheitsgrade:
K1 : u1, u2, u3, ϕ1, c1
K21: u2, u3
alle Knoten: α1, α2, α3
Abb. 7.1: Geometrie, Belastung und Finite-Element-Diskretisierung des Systems.
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konstant. Aus diesem Grund ist dieses System sehr gut zur gezielten Untersuchung
bestimmter Eigenschaften der entwickelten Elementformulierung geeignet.
Quadratischer Potentialansatz
Die Bedeutung von Termen ho¨herer Ordnung zur korrekten Abbildung des elek-
trischen Potentials wurde bereits in Abschnitt 6.2 diskutiert. Dieses Beispiel soll
diesen Einfluss verdeutlichen, und zeigen, dass das elektrische Potential bei ei-
nem reinen Biegezustand mit der entwickelten Stabformulierung korrekt bestimmt
wird.
Fu¨r das in Abbildung 7.1 dargestellte System wird von Wang & Quek [169] eine
analytische Lo¨sung angegeben. Hierzu erfolgt die Vereinfachung auf eine zweidi-
mensionale Betrachtung. Fu¨r diesen Fall kann das elektrische Potential mit der
Beziehung
φ(ξ1, ξ¯3) =
 31 εRand
²33
(
ξ¯23
h
− ξ¯3
)
(7.1)
beschrieben werden, wobei εRand die Dehnung der Randfaser des Stabes bezeich-
net. Im Gegensatz zu Abbildung 7.1 ist die Koordinate ξ¯3 in Gl. (7.1) bezu¨glich
der Unterkante des Querschnitts definiert. Weiterhin ist zu beachten, dass der
Einfluss der Querdehnung hierbei nicht beru¨cksichtigt wird.
Um diese Vereinfachungen des analytischen Modells in der numerischen Berech-
nung entsprechend zu erfassen, wird in diesem Fall keine Kondensation des drei-
dimensionalen Stoffgesetzes nach Gl. (3.22) durchgefu¨hrt. Stattdessen werden die
folgenden, in [169] angegebenen Werkstoffkonstanten verwendet: Elastizita¨tsmo-
dul E = 78.5 GPa, piezoelektrischer Koppelmodul  13 = −4.1 C/m2 und elek-
trische Permittivita¨t ²33 = 5.84 · 10−9 F/m.
Die Diskretisierung des Systems sowie die entsprechenden Randbedingungen sind
in Abbildung 7.1 dargestellt. Aus der numerischen Berechnung resultiert eine
Durchbiegung des Stabes in Feldmitte von u3(
ξ1
L
= 0.5) = 7.371 · 10−3 mm. Un-
ter Beru¨cksichtigung der Randbedingungen des Systems folgt die Dehnung der
Randfaser εRand(ξ3 =
h
2
) = 7.371 · 10−5, die bei der vorliegenden Belastung in
Stabla¨ngsrichtung konstant ist. Mit den angegebenen Materialkonstanten kann
nun die Beziehung (7.1) ausgewertet werden. Die sich daraus ergebenden Werte
fu¨r das elektrische Potential in ξ3-Richtung sind in Abbildung 7.2 aufgetragen.
Die Ergebnisse aus der numerischen Berechnung stimmen mit der analytischen
Lo¨sung sehr gut u¨berein, der quadratische Verlauf des elektrischen Potentials ist
deutlich erkennbar.
Wird in der numerischen Berechnung dagegen nur ein linearer Ansatz des elektri-
schen Potentials u¨ber die Querschnittsho¨he beru¨cksichtigt, so ergeben sich deutli-
che Abweichungen zu den vorherigen Ergebnissen. Mit einem linearen Ansatz des
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Abb. 7.2: Vergleich der Ergebnisse aus der numerischen Berechnung mit linearem bzw.
quadratischem Potentialansatz ohne Beru¨cksichtigung der Querdehnung. Darstellung
der Verschiebung u3 u¨ber die Stabla¨nge und Verlauf des elektrischen Potentials in ξ3-
Richtung an der Stelle ξ1 =
L
2 .
Potentials kann sich kein Normalspannungszustand S11 einstellen, der im Gleich-
gewicht zur a¨ußeren Belastung steht, siehe Abschnitt 6.2. Daraus resultiert ein
elektrisches Potential der Gro¨ße Null, wie auch aus Abbildung 7.2b zu entnehmen
ist. Dies fu¨hrt zu einer Erho¨hung des Anteils der inneren mechanischen Arbeit,
was eine gro¨ßere Verschiebung u3 zur Folge hat. Die Abweichung der Verschie-
bung u3 in der Stabmitte bezu¨glich der Berechnung mit einem quadratischen
Potentialansatz betra¨gt in diesem Fall 3.7 %. Durch die Beru¨cksichtigung des
kondensierten Stoffgesetzes ergeben sich jedoch deutlich gro¨ßerer Abweichungen,
wie im na¨chsten Abschnitt gezeigt wird.
Beru¨cksichtigung des kondensierten Stoffgesetzes
Durch die Kondensation des dreidimensionalen Stoffgesetzes wird die Querdeh-
nung des Materials in der Stabformulierung beru¨cksichtigt, die nach Gl. (3.22)
auch die elektromechanische Kopplung beeinflusst. Der Unterschied, der sich im
Vergleich zu der vorangegangenen numerischen Berechnungen ohne Querdehnung
ergibt, wird in diesem Abschnitt diskutiert.
Es wird wieder das System aus Abbildung 7.1 betrachtet, als Material wird ei-
ne PZT-4-Keramik nach Anhang A.2 verwendet. In Abbildung 7.3 ist die Ver-
schiebung des Stabes in ξ3-Richtung sowie der Verlauf des elektrischen Potentials
u¨ber die Stabho¨he dargestellt. Daraus wird deutlich, dass die Verschiebung u3
bei Beru¨cksichtigung der Querdehnung ν abnimmt. Obwohl in diesem Fall die
Verzerrungen E11 kleiner sind, nimmt das elektrische Potential zu. Diese Steige-
rung kann damit erkla¨rt werden, dass durch die Kondensation des Stoffgesetzes
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Abb. 7.3: Vergleich der Ergebnisse aus der numerischen Berechnung (Stab-W0E5) mit
bzw. ohne Beru¨cksichtigung der Querdehnung bei quadratischem Potentialansatz. Dar-
stellung der Verschiebung u3 u¨ber die Stabla¨nge und Verlauf des elektrischen Potentials
in ξ3-Richtung an der Stelle ξ1 =
L
2 .
der hier maßgebliche Koppelfaktor ˜ 13 gro¨ßer ist als der nicht kondensierte Wert
 13. Anschaulich wird somit beru¨cksichtigt, dass eine mechanische Spannung S11
eine Dehnung E33 hervorruft, die u¨ber den Koeffizienten  33 einen zusa¨tzlichen
Beitrag zu dem elektrischen Feld in ξ3-Richtung leistet.
Abschließend ist in Abbildung 7.4 der Einfluss des quadratischen Potentialansat-
zes bei Beru¨cksichtigung des kondensierten Stoffgesetzes dargestellt. In diesem
Fall ist der Unterschied zwischen der maximalen Durchbiegung deutlich gro¨ßer
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Abb. 7.4: Vergleich der Ergebnisse aus der numerischen Berechnung mit linearem
bzw. quadratischem Potentialansatz bei Beru¨cksichtigung des kondensierten Stoffgeset-
zes. Darstellung der Verschiebung u3 u¨ber die Stabla¨nge und Verlauf des elektrischen
Potentials in ξ3-Richtung an der Stelle ξ1 =
L
2 .
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als in Abbildung 7.2. Die Abweichung betra¨gt hier 8.8 %. Der Grund hierfu¨r
besteht darin, dass die innere elektrische Arbeit einen gro¨ßeren Anteil an der ge-
samten inneren Arbeit besitzt, und damit entsprechend weniger Arbeit fu¨r die
Deformation des Stabes zu Verfu¨gung steht.
Die Betrachtungen an diesem einfachen System zeigen deutlich, dass im Fal-
le eines piezoelektrischen Vollquerschnitts sowohl die Querdehnung als auch der
quadratische Ansatz des elektrischen Potentials einen nicht zu unterscha¨tzenden
Einfluss auf die Berechnungsergebnisse besitzen, und dass beide Einflu¨sse mit der
vorgestellten Stabformulierung entsprechend beru¨cksichtigt werden ko¨nnen.
Bei der Untersuchung von geschichteten Strukturen mit vergleichsweise du¨nnen
piezoelektrischen Materialschichten treten die beschriebenen Effekte allerdings
weniger stark in Erscheinung.
7.1.2 Belastung durch elektrische Oberfla¨chenladungen
Zur Erfassung von Oberfla¨chenladungen ist es erforderlich, die auf der Berandung
des Stabes wirkende Belastung auf die Elementknoten zu projizieren. Die zu die-
sem Zweck entwickelte Vorgehensweise wird in Kapitel 6.3.4 erla¨utert. Anhand
der beiden Beispiele in diesem Abschnitt wird untersucht, ob die Stabformulie-
rung diese Belastung korrekt abbilden kann.
Elektrische Oberfla¨chenladung an der Stirnseite eines Stabes
Zuna¨chst wird eine Oberfla¨chenladung σ¯ an der Stirnseite eines Stabes aufge-
bracht. Die Geometrie und Belastung des untersuchten Systems sind aus der
Abbildung 7.5 zu entnehmen. Der Stab besteht aus einer in ξ1-Richtung gepolten
L b
h
σ¯
Seitenansicht Querschnitt
ξ3
ξ1
σ¯ = 0.1 C/m2
L = 20 mm
b = 1 mm
h = 1 mm
FE-Diskretisierung
K1 K21
ξ3
ξ1
gehaltene Freiheitsgrade:
K1 : u1, u2, u3, ϕ1, c1-c5
K21: u2, u3, c2-c5
alle Knoten: α1, α2, α3
Abb. 7.5: Geometrie, Belastung und Finite-Element-Diskretisierung des Systems.
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PZT-4 Keramik. Die entsprechenden Materialparameter sind im Anhang A.2 an-
gegeben. Die Oberfla¨chenladung betra¨gt 0.1 C/m2. Unter Beru¨cksichtigung der
Querschnittsfla¨che des Stab von 1 · 10−6 m2 ergibt sich der elektrische Lastvektor
des Knotens 21 zu f¯ 21 = [1 · 10−7, 0, 0, 0, 0]T .
Infolge der Belastung stellt sich ein lineares elektrisches Feld in Richtung der Stab-
achse ein, das innerhalb der Querschnittsebene einen konstanten Wert besitzt. Da
das elektrische Feld parallel zur Polarisationsrichtung der piezoelektrischen Ke-
ramik wirkt, ist eine Dehnung des Stabes in ξ1-Richtung zu erwarten.
Die Ergebnisse der numerischen Berechnung sind in Abbildung 7.6 dargestellt. So-
wohl die Verschiebungen, als auch das elektrische Potential besitzen erwartungs-
gema¨ß einen linearen Verlauf in Richtung der Stabachse und jeweils konstante
Werte in der Querschnittsebene. Die maximale Werte beider Gro¨ßen treten an
der Stelle ξ1 = L auf und betragen u1 = −4.911 · 10−5 m bzw. φ = 2.175 · 105 V .
Verschiebung
ξ1
ξ3
Elektrisches Potential
ξ1
ξ3
u1 [m]
φ [V]
Abb. 7.6: Verschiebung u1 und elektrisches Potential infolge der gegebenen Belastung.
Elektrische Oberfla¨chenladung parallel zur Stabachse
In diesem Fall wird eine Oberfla¨chenladung σ¯ = 0.01 C/m2 entsprechend Ab-
bildung 7.7 parallel zur Stabachse an den Ra¨ndern ξ3 = h/2 und ξ3 = −h/2
aufgebracht. Hierbei ist zu beachten, dass nur der Bereich zwischen 0.25L <
ξ1 < 0.75L belastet wird. Unter Beru¨cksichtigung von Gl. (6.41) ergeben sich fu¨r
die Knotenlasten infolge der Oberfla¨chenladung die folgenden Werte:
K6 und K16 : f¯ I = [0, 0, 0.5 · 10−11, 0, 0]T
K7 bis K15 : f¯ I = [0, 0, 1.0 · 10−11, 0, 0]T .
Die hier verwendete PZT-4 Keramik ist in ξ3-Richtung gepolt und entspricht dem
Material aus Beispiel 7.1.1.
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Abb. 7.7: Geometrie, Belastung und Finite-Element-Diskretisierung des Systems.
Die aufgebrachte Belastung hat eine Potentialdifferenz zwischen der Ober- und
der Unterseite des Stabes zur Folge, aus der ein elektrisches Feld in ξ3-Richtung
resultiert. Aufgrund der Polarisationsrichtung der Keramik ergibt sich daraus ei-
ne Verschiebung des Stabes in ξ1-Richtung.
In Abbildung 7.8 sind die aus der numerischen Berechnung folgenden Verschie-
bungen u1 sowie das elektrische Potential φ dargestellt. Der belastete Abschnitt
des Stabes ist durch den Verlauf des elektrischen Potentials deutlich zu erkennen.
In der Mitte des Stabes besitzt das daraus resultierende elektrische Feld ~E3 einen
Wert von 1.516·106 V/m. Die maximale Verschiebung u1 tritt an der Stelle ξ1 = L
auf und betra¨gt 1.478 · 10−6m.
Aus diesen beiden Beispielen wird deutlich, dass mit der entwickelten Stabformu-
lierung eine Belastung infolge von elektrischen Oberfla¨chenladungen modelliert
werden kann.
Verschiebung
ξ1
ξ3
Elektrisches Potential
ξ1
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φ [V]
Abb. 7.8: Verschiebung u1 und elektrisches Potential infolge der gegebenen Belastung.
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7.1.3 Kragarm mit Endmoment
In diesem Beispiel wird untersucht, ob mit der entwickelten Stabformulierung die
elektrischen Feldgro¨ßen auch bei großen Rotationen korrekt abgebildet werden.
Hierzu wird ein Kragarm betrachtet, der mit einem Endmoment belastet ist. Die
Behandlung dieses Problems unter rein mechanischen Gesichtspunkten ist in der
Literatur in mehreren Arbeiten zu finden, siehe z.B. Ibrahimbegovic´ [75] oder
Simo & Vu-Quoc [144]. In der folgenden Berechnung werden zusa¨tzlich die elek-
trischen Feldgro¨ßen beru¨cksichtigt, die aufgrund einer zweiten, piezoelektrischen
Materialschicht auftreten.
Die Geometrie des Systems sowie die Belastung sind in Abbildung 7.9 dargestellt.
Der Kragarm besteht aus einem Aluminium-Tra¨germaterial mit einem Elasti-
zita¨tsmodul von E = 70.3 GPa und einer Querdehnung ν = 0.345. Die daru¨ber
liegende Schicht besteht aus einer PZT-4-Keramik, die in ξ3-Richtung gepolt ist.
Die Materialdaten sind in Anhang A.3 zusammengestellt.
ξ1
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Al
PZT-4
h
2
h
1
h
0
Querschnitt
ξ2
ξ3
Ansicht
L = 250 mm
b = 15 mm
h1 = 2.500 mm
h2 = 0.500 mm
h0 = 1.532 mm
Abb. 7.9: Geometrie und Belastung des Kragarms.
Als Belastung wird ein Moment M2 am Ende des Kragarms aufgebracht. Ent-
sprechend der analytischen Lo¨sung, die z.B. bei Ibrahimbegovic´ [75] angege-
ben ist, wird der Wert des Moments mit M2 = 2pi EI/L so gewa¨hlt, dass sich
im deformierten Zustand ein geschlossener Kreis ergibt. Bei der Bestimmung des
Parameters EI sind hierbei die unterschiedlichen Elastizita¨tsmodule der beiden
Materialschichten des Kragarms zu beru¨cksichtigen. Aus der Betrachtung eines
Ersatzquerschnittes und mit EPZT4 = 81.3 GPa folgt fu¨r den Kragarm eine ef-
fektive Biegesteifigkeit von (EI)eff = 2.503 Nm
2. Fu¨r das Biegemoment M2
resultiert daraus aus ein Wert von 62.915 Nm.
Um die Struktur im deformierten Zustand ausreichend genau zu modellieren, wird
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Abb. 7.10: Deformierte Struktur, dargestellt fu¨r jeden der fu¨nf Lastschritte n.
der Kragarm mit 50 Stabelementen diskretisiert. An der Einspannung sind alle
mechanischen sowie der elektrische Freiheitsgrad c1 gehalten. Weiterhin werden
die Freiheitsgrade α1, α2 und α3 an allen weiteren Elementknoten gehalten, da
bei der vorliegenden Belastung keine Querschnittsverwo¨lbungen zu erwarten sind.
In der numerischen Berechnung wird das Endmoment in fu¨nf gleich großen Last-
schritten aufgebracht, die dabei auftretenden Verformungen sind in der Abbil-
dung 7.10 dargestellt. Bei voller Belastung betra¨gt die Verdrehung des Kragarm-
endes ϕ2(ξ1=L) = −6.126 rad. Dementsprechend ist in Abbildung 7.10 erkenn-
bar, dass der Kragarm bei dem Lastschritt n = 5 keinen vollsta¨ndig geschlossenen
Kreis beschreibt. Diese Abweichung vom theoretischen Wert ϕ2(ξ1 = L) = 2pi
la¨sst sich mit dem elektromechanischen Koppeleffekt in der PZT-4-Schicht er-
kla¨ren. Ein Teil der a¨ußeren Arbeit aus dem aufgebrachten Biegemoment wird
hierbei in innere elektrische Arbeit umgewandelt, und steht somit nicht mehr fu¨r
die Deformation der Struktur zur Verfu¨gung. Werden bei der numerischen Be-
rechnung nur die mechanischen Freiheitsgrade beru¨cksichtigt, so resultiert eine
Verdrehung am Kragarmende von ϕ2 = −6.306 rad. Dieser Wert entspricht recht
genau der analytischen Lo¨sung, die Abweichung betra¨gt lediglich 0.35 %.
Aus der vorgegebenen Belastung folgt ein in Stabla¨ngsrichtung konstanter Ver-
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Abb. 7.11: Verlauf der elektrischen Knotenfreiheitsgrade c3 und c5 u¨ber die Stabla¨nge
fu¨r alle n Lastschritte (Stab-W0E5).
zerrungszustand. Das elektrische Potential, das sich durch die elektromechanische
Kopplung einstellt, ist proportional zur Verzerrungskomponente E11 und muss
demzufolge ebenfalls einen konstanten Verlauf in Stabla¨ngsrichtung besitzen. Zu
diesem Zweck ist in Abbildung 7.10 der Verlauf des elektrischen Potentials an
der Oberseite der piezoelektrischen Schicht dargestellt. Der fu¨r jeden Lastschritt
jeweils konstante Wert von φ in Stabla¨ngsrichtung ist hierbei erkennbar.
Deutlicher geht dies aus den beiden Diagrammen in Abbildung 7.11 hervor. Darin
sind die Werte der elektrischen Freiheitsgrade c3 und c5 u¨ber die Stabla¨nge fu¨r
alle fu¨nf Lastschritte aufgetragen. Da die elektrischen Freiheitsgrade bezu¨glich
der lokalen Stabachse formuliert sind, ergeben sich hierbei unabha¨ngig von der
Querschnittsrotation jeweils konstante Werte.
Aufgrund des hier vorliegenden, in ξ1-Richtung konstanten Verlaufes der Verzer-
rungen E11 und des elektrischen Feldes ~E3 ist es mo¨glich, die mechanischen und
elektrischen Anteile an der inneren Arbeit quantitativ zu bestimmen. Allgemein
gilt fu¨r die innere Arbeit eines piezoelektrischen Stabes
W int =
∫
V
(STb Eb +
~D
T ~E) dV . (7.2)
Diese Beziehung la¨sst sich fu¨r die hier vorliegende Belastung vereinfachen
W int = b L
∫
ξ3
(E11 ˜
 Alu
11 E11 + E11 ˜
 PZT4
11 E11︸ ︷︷ ︸
W int
mech
+E11 ˜ 13 ~E3︸ ︷︷ ︸
W int
elc
) d ξ3 , (7.3)
wobei zu beachten ist, dass die dielektrischen Verschiebungen ~D in diesem Fall
gleich Null sind. Da sowohl die Verzerrungen E11, als auch das elektrische Feld ~E3
einen linearen Verlauf in ξ3-Richtung beschreiben, kann das Integral aus Gl. (7.3)
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analytisch ausgewertet werden. Die daraus resultierende innere Arbeit teilt sich
in die mechanischen bzw. elektrischen Anteile in folgender Weise auf
W intmech = 374.50Nm
W intelc = 10.55Nm .
Daraus wird deutlich, dass der Beitrag von W intelc an der gesamten inneren Arbeit
ist mit 2.7 % relativ gering ist. Die a¨ußere Arbeit des als Belastung aufgebrachten
Moments M2 folgt aus der Beziehung
W ext = M2 ϕ2 = 384.90Nm, (7.4)
und stimmt damit fast exakt mit der inneren Arbeit W int u¨berein, die einen Wert
von 385.05Nm besitzt.
Damit zeigt dieses Beispiel, dass die Stabformulierung geeignet ist, um die elek-
trischen Feldgro¨ßen auch bei großen Rotationen des Querschnitts korrekt abzu-
bilden.
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7.2 Nichtlineares Materialmodell
7.2.1 1D-Beispiel
Zuna¨chst wird ein einfaches, 1D-Beispiel untersucht, das bereits vonKamlah [85]
diskutiert wurde. Zu diesem Zweck erfolgt die Betrachtung des in Abbildung 7.12
dargestellten Systems. Es besteht aus einer quaderfo¨rmigen, piezoelektrischen
Keramik, die sich in einem nicht polarisierten Ausgangszustand befindet. Die
Abmessungen des Probeko¨rpers sowie die Materialdaten zur Beschreibung der
nichtlinearen Materialeigenschaften sind ebenfalls in dieser Abbildung angege-
ben. Die linearen Materialkennwerte der gepolten Keramik nach [85] sind in An-
hang A.4 zusammengefasst. Als Belastung wird ein quasistatisches elektrisches
Feld in ξ3-Richtung aufgebracht, dessen Verlauf aus Abbildung 7.12 zu entneh-
men ist. Fu¨r die numerische Berechnung ist es ausreichend, dieses System mit
einem Stabelement in ξ1-Richtung, und mit einem Element u¨ber den Querschnitt
zu diskretisieren. An der Koordinate ξ1 = 0 werden alle mechanischen Freiheits-
grade festgehalten. Querschnittsverwo¨lbungen treten in diesem Beispiel nicht auf.
Die Ergebnisse der numerischen Berechnung mit dem Stab-W0E3 sind in den Ab-
bildungen 7.13 bzw. 7.14 dargestellt. Aufgrund der hohen elektrischen Feldsta¨rke
treten hierbei die typischen ferroelektrischen Hysteresen auf. Sowohl die dielek-
L
b
h
ξ1
ξ2
ξ3
 -2000
    0
 2000
 0  50  100  150  200  250
Belastung: Elektrisches Feld ~E3
Lastschritt
~ E
3
[V
/m
m
]
Geometrie
L = 1.0 mm
b = 0.5 mm
h = 0.5 mm
Preisach-Parameter
c = 25.0
fα = 12.5
fβ = 12.5
yα = 0.5
yβ = 0.5
eP = [0, 0, 1]T
Material-Parameter [85]
~Ec = 1 · 106 V/m
~P sat = 0.300 C/m2
Esat = 0.002
Abb. 7.12: System und Belastung des untersuchten Systems.
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Abb. 7.13: Dielektrische Hysterese.
trische Hysterese, als auch die Schmetterlingshysterese besitzen den in Kapitel 3
diskutieren Verlauf.
Der Vergleich der Ergebnisse mit den Werten nach Kamlah [85] ergibt eine sehr
gute U¨bereinstimmung. Die auftretenden Abweichungen sind mit unterschiedli-
chen Ansa¨tzen zur Bestimmung der irreversiblen Polarisation innerhalb des je-
weiligen Materialmodells zu erkla¨ren.
In der Abbildung 7.14 sind sowohl die Verzerrungen E11 als auch E33 u¨ber das
elektrische Feld aufgetragen. Hierbei ist zu beachten, dass sich nur die Verzer-
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Abb. 7.14: Schmetterlings-Hysterese.
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rung E11 direkt aus der Stabformulierung bestimmen lassen. Um einen Vergleich
mit den Ergebnissen aus der Literatur zu ermo¨glichen, mu¨ssen die Verzerrungen
E33 unter Beru¨cksichtigung des Stoffgesetzes aus der Beziehung (3.17)1 ermittelt
werden.
Wird eine piezoelektrische Keramik wie in diesem Beispiel in ξ3-Richtung gepolt,
so treten dabei positive Verzerrungen in ξ3-Richtung, und negative Verzerrungen
in ξ1-Richtung auf. Aufgrund der in Abschnitt 4.2 getroffenen Annahme, dass
die irreversiblen Verzerrungen volumentreu sind, ist der Sa¨ttigungswert der irre-
versiblen Verzerrungen in ξ3-Richtung doppelt so groß, als in ξ1-Richtung. Aus
Abbildung 7.14 wird ersichtlich, dass das hier verwendete nichtlineare Material-
modell diese beiden Effekte korrekt wiedergibt.
Untersuchung des Konvergenzverhaltens
Da es sich bei diesem Beispiel um ein nichtlineares Problem handelt, erfolgt die
Lo¨sung iterativ mit Hilfe des Newton-Raphson-Verfahrens. Die hierbei gewa¨hlte
Vorgehensweise wurde bereits in Abschnitt 6.5 erla¨utert.
Als ein wichtiges Kriterium zur Beurteilung des Materialmodells dient hierbei
das Konvergenzverhalten der nichtlinearen Berechnung, dass fu¨r dieses Beispiel
im Detail untersucht wird. Zu diesem Zweck wird die Konvergenz des globalen
Residuums fu¨r zwei verschiedene Lastschritte betrachtet, die in Abbildung 7.15
veranschaulicht sind. Fall 1 betrachtet den Lastschritt von ~E3 = 600 V/mm nach
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Abb. 7.15: Darstellung der beiden Lastschritte, an denen das Konvergenzverhalten des
nichtlinearen Materialmodells untersucht wird. Die gestrichelten Rechtecke entsprechen
jeweils dem vergro¨ßerten Bereich der Hysterese-Kurve.
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Iteration Fall 1: Lastschritt-Nr. 230 Fall 2: Lastschritt-Nr. 124
~E3 von 600 auf 640 [V/mm] ~E3 von -960 auf -1000 [V/mm]
1 4.8 · 100 2.7 · 101
2 8.5 · 101 2.2 · 102
3 5.4 · 10−3 3.7 · 10−2
4 3.2 · 10−11 1.2 · 10−9
Tab. 7.2: Betrachtung des Residuums der beiden definierten Lastschritte. Die
Lastschritt-Nr. bezieht sich hierbei auf das Diagramm in Abbildung 7.12.
~E3 = 640 V/mm. Dies entspricht einem Belastungsniveau, an dem das nichtlinea-
re Verhalten gerade einsetzt. In Fall 2 wird der Lastschritt von ~E3 = −960 V/mm
nach ~E3 = −1000 V/mm untersucht, da hier der gro¨ßte Gradient der irreversiblen
Polarisation auftritt.
Die Werte des Residuums sind fu¨r die Anzahl der erforderlichen Iterationsschritte
in Tabelle 7.2 zusammengefasst. Daraus wird ersichtlich, dass beide Lastschritte
das Gleichgewicht innerhalb von vier Iterationsschritten erreichen. Obwohl das
nichtlineare Materialmodell ohne konsistente Linearisierung implementiert wurde,
zeigt es fu¨r dieses Beispiel in beiden betrachteten Fa¨llen ein sehr gutes Konver-
genzverhalten.
Belastungsgeschichte
Zum Abschluss dieses Beispiels wird das Verhalten des nichtlinearen Materialmo-
dells bei einer geschichtsabha¨ngigen Belastung untersucht. Zu diesem Zweck wird
der in Abbildung 7.16 dargestellte Belastungsverlauf auf das System aus Abbil-
dung 7.12 aufgebracht. Hierbei verringert sich der Maximalwert der Amplitude in
jedem Belastungszyklus um 250 V/mm. Durch die Verminderung der elektrischen
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Abb. 7.16: Belastungsverlauf in Abha¨ngigkeit vom aktuellen Lastschritt.
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Abb. 7.17: Verlauf der dielektrischen Hysterese, die aus der Belastung nach Abbil-
dung 7.16 resultiert.
Feldsta¨rke ~E3 erreicht die irreversible Polarisation in den spa¨teren Belastungszy-
klen nicht mehr den Sa¨ttigungswert. Daraus resultieren entsprechend geringere
Werte fu¨r die Polarisation ~P3 und fu¨r die Verzerrungen E11. Dies wird aus der
Betrachtung der ferroelektrischen Hysteresen in den Abbildungen 7.17 und 7.18
deutlich. Infolge der abnehmenden Belastung bilden sich nun kleinere Hysterese-
Schleifen aus, die in der Literatur auch als minor loops bekannt sind.
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Abb. 7.18: Schmetterlings-Hysterese der Stabverzerrung E11, die aus der Belastung
nach Abbildung 7.16 resultiert.
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7.2.2 Beliebige Orientierung des elektrischen Feldes
Die uniaxiale, dreidimensionale Formulierung des nichtlinearen Stoffgesetzes er-
laubt die Belastung mit einem beliebig orientierten elektrischen Feld. Diese Ei-
genschaft wird in diesem Beispiel betrachtet.
Die Geometrie und die Materialdaten sind mit denen aus Beispiel 7.2.1 identisch.
Als Belastung wird ein elektrisches Feld senkrecht zur Stabachse aufgebracht,
dessen Richtung um den Winkel α = 30 Grad um die ξ1-Achse bezu¨glich der ξ1-ξ2-
Ebene gedreht ist. In der Abbildung 7.19 ist die Richtung parallel zum elektrischen
Feld als dunkelgraue Ebene dargestellt. Im Rahmen der Stabformulierung wird
diese Belastung realisiert, indem die elektrischen Freiheitsgrade c2 und c3 in einem
Verha¨ltnis von
√
3 : 1 vorgegeben, und mit einem entsprechenden Faktor auf den
Wert des aktuellen Lastschrittes skaliert werden.
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Abb. 7.19: System und Belastung des untersuchten Systems.
In Abbildung 7.20 sind die Projektionen der dielektrischen Hysterese in ξ2- und
in ξ3-Richtung dargestellt. Aufgrund der Gro¨ße des Winkels α ist die Polarisation
in ξ2-Richtung deutlicher ausgepra¨gt, als in ξ3-Richtung. Die Sa¨ttigungswerte der
irreversiblen Polarisation in Richtung der beiden Koordinatenachsen ξ2 und ξ3
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Abb. 7.20: Dielektrische Hysterese bei einer Belastung durch ein elektrisches Feld mit
dem Richtungsvektor eP = [0, 12
√
3, 12 ]
T . Die daraus resultierende Polarisation ist hier
aufgeteilt in Richtung der beiden Koordinatenachsen ξ2 und ξ3.
betragen ~P sat2 = 0.260 C/m
2 bzw. ~P sat3 = 0.150 C/m
2. In Richtung von eP
ergibt sich daraus ein Wert ~P sat von 0.300 C/m2 und entspricht damit der in
Polarisationsrichtung vorgegebenen Gro¨ße.
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7.3 Piezoelektrischer Trimorph
Der in diesem Beispiel betrachtete Kragarm wurde bereits mehrfach in der Li-
teratur mit unterschiedlichen numerischen Modellen untersucht. Saravanos &
Heyliger [133] verwenden hierbei eine sogenannte discrete layer-Laminat-
Theorie [134], siehe auch Abschnitt 1.2. Dagegen benutzen Chee et al. [33] eine
single layer-Laminat-Theorie, die durch einen kubischen Ansatz fu¨r die Verschie-
bungen u¨ber die Querschnittsho¨he verbessert wird.
Der untersuchte Kragarm ist in Abbildung 7.21 dargestellt. Er besteht aus einer
Graphit/Epoxy-Tragschicht, auf der eine PZT-4-Keramik mittels einer Klebe-
schicht aufgebracht ist. Die Fasern des unidirektionalen Graphit/Epoxy-Materials
sind in diesem Fall in ξ1-Richtung orientiert. Als Belastung wirkt an der Krag-
armspitze eine Kraft von 1000 N in ξ3-Richtung.
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F = 1000 N
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b = 25.40 mm
h1 = 15.24 mm
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h3 = 1.52 mm
Abb. 7.21: Geometrie und Belastung des Kragarms.
Fu¨r die numerische Berechnung wird der Kragarm entsprechend der Vorgabe von
Saravanos & Heyliger [133] mit 25 Elementen diskretisiert. An der Einspan-
nung sind alle mechanischen Freiheitsgrade, sowie der Knotenfreiwert c1 gehalten.
Die Diskretisierung der einzelnen Schichten des Querschnitts, sowie die zugeho¨ri-
gen Materialdaten sind in Tabelle 7.3 zusammengefasst.
In Abbildung 7.22 sind die aus der Berechnung resultierenden Verschiebungen
u3 sowie die Potentialdifferenz in ξ3-Richtung in der PZT-4-Schicht u¨ber die nor-
mierte Stabla¨nge aufgetragen. Der Vergleich der Verschiebung u3(ξ1, ξ3 = 0) zeigt
eine sehr gute U¨bereinstimmung mit den Werten von Chee et al. [33]. Die Ergeb-
nisse von Saravanos & Heyliger [133] liegen etwas ho¨her. Die Resultate aus
der numerischen Berechnung mit einem piezoelektrischen Volumenelement nach
Linnemann & Klinkel [104] entsprechen ebenfalls sehr gut den Ergebnissen,
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Materialschicht E-Modul Querdehnung Diskretisierung
[GPa] [-] b× h
Graphit/Epoxy siehe Anhang A.5 16× 20
Klebeschicht E = 6.90 0.40 16× 4
PZT-4 siehe Anhang A.5 16× 10
Tab. 7.3: Verwendete Materialparameter und Diskretisierung der Materialschichten
des Querschnitts.
die mit der entwickelten Stabformulierung erzielt werden.
Beim Vergleich der elektrischen Potentialdifferenz, die sich in der PZT-4-Schicht
in ξ3-Richtung einstellt, treten deutliche Abweichungen zwischen den Ergebnis-
sen der einzelnen Elementformulierungen auf. Als Ursache fu¨r die im Vergleich
zu den Stabformulierungen aus der Literatur zu geringen Werte des elektrischen
Potentials ist die Kondensation des Stoffgesetzes nach Gl. (3.22) in Betracht zu
ziehen. Daraus resultiert eine modifizierte Permittivita¨tsmatrix ²˜, aus der sich
fu¨r die elektrischen Feldgro¨ßen geringere Werte ergeben. Wird in der numeri-
schen Berechnung der Tensor ² nicht kondensiert, dann stimmt das daraus re-
sultierende Potential gut mit den Werten von Chee et al. [33] u¨berein. Der in
Abbildung 7.22b erkennbare Knick im Verlauf der Potentialdifferenz wird durch
das Festhalten der Wo¨lbfreiheitsgrade an der Einspannung verursacht. Ein a¨hn-
licher Effekt wird auch von Saravanos & Heyliger [133] beschrieben.
Die signifikanten Unterschiede, die im Vergleich zu den Berechnungen mit dem
Volumenelement auftreten, ko¨nnen im Rahmen dieser Arbeit nicht schlu¨ssig er-
kla¨rt werden. An dieser Stelle sind weitere Untersuchungen erforderlich, um die
Ursache fu¨r diese Differenzen zu kla¨ren. Hierbei ist anzumerken, dass dieser Effekt
auf Sensoranwendungen beschra¨nkt ist. Da beim Einsatz als Aktor das elektrische
 0.00
 0.25
 0.50
 0.75
 1.00
 1.25
 0  0.25  0.5  0.75  1
Stab-WQ3E5
Chee et al. [33]
Linnemann et al. [104]
Saravanos et al. [133]
V
er
sc
h
ie
b
u
n
g
u
3
[µ
m
]
Verschiebung u3
Stabkoordinate ξ1/L
   0
 500
 1000
 1500
 2000
 0  0.25  0.5  0.75  1
Stab-WQ3E5
Chee et al. [33]
Linnemann et al. [104]
Saravanos et al. [133]
Potentialdifferenz
Stabkoordinate ξ1/L
S
p
an
n
u
n
g
[V
]
Abb. 7.22: Darstellung der Verschiebung des Kragarms in ξ3-Richtung und der Po-
tentialdifferenz innerhalb der piezoelektrischen Materialschicht.
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Potential bzw. das elektrische Feld vorgegeben wird, treten in diesem Fall keine
signifikanten Unterschiede auf.
Drehung der Faserrichtung
Im zweiten Teil dieses Beispiels wird das System aus Abbildung 7.21 dahingehend
modifiziert, dass die Orientierung der Graphit/Epoxy-Materialschicht in der ξ1-
ξ2-Ebene um 20 Grad um die ξ3-Achse gedreht wird. Damit ist die Ausrichtung
der Fasern nicht mehr parallel zur Stabachse, was zu anisotropen Materialeigen-
schaften bezu¨glich der ξ1-Richtung fu¨hrt.
Der Vergleich der Verschiebungen u3(ξ1, ξ3 = 0) in Abbildung 7.23 zeigt deutliche
Unterschiede zwischen den Ergebnissen aus der entwickelten Stabformulierung
und den Werten aus der Literatur. Infolge der Orientierung der Graphit/Epoxy-
Schicht tritt zusa¨tzlich zu der Verschiebung in ξ3-Richtung eine Verschiebung in
ξ2-Richtung, sowie eine Verdrehungen des Stabes um die La¨ngsachse auf. Das von
Chee et al. [33] entwickelte, zweidimensionale Stabmodell kann die hier auftre-
tende Kinematik nur unzureichend abbilden, wodurch die auftretenden Verschie-
bungen deutlich unterscha¨tzt werden.
Wird das in dieser Arbeit entwickelte Stabelement durch das Festhalten der
entsprechenden Freiheitsgrade (u2, ϕ1, ϕ3, α1, α2, c2, c4) auf ein zweidimensionales
Modell vereinfacht, dann stimmen die daraus resultierenden Verschiebungen sehr
gut mit den Werten von Chee et al. [33] u¨berein, wie auch aus Abbildung 7.23
ersichtlich ist. Damit wird deutlich, dass die großen Unterschiede in den Ver-
schiebungen auf die reduzierte Kinematik einer zweidimensionale Formulierung
zuru¨ckzufu¨hren sind.
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Abb. 7.23: Vergleich der Verschiebungen in ξ3-Richtung. Die Faserorientierung der
Graphit/Epoxy-Schicht ist in diesem Fall um 20 Grad um die ξ3-Achse gedreht.
126 7 NUMERISCHE BEISPIELE
7.4 Schubaktoren
Eine Auslenkung senkrecht zur Stabachse kann bei stabfo¨rmigen Aktoren durch
zwei unterschiedliche Mechanismen erreicht werden.
Bei dem extension actuation mechanism wird durch die Ausdehnung einer ex-
zentrisch angeordneten piezoelektrischen Materialschicht ein Biegemoment indu-
ziert, das eine entsprechende Biegeverformung der Struktur zur Folge hat, sie-
he Abbildung 7.24a. Die optimale Position der piezoelektrischen Aktorschichten
befindet hierbei an den Oberfla¨chen, da bei dieser Anordnung die maximale Ex-
zentrizita¨t gegeben ist. Diese Bauform birgt jedoch einige Nachteile. Durch die
exponierte Lage des piezoelektrischen Materials ko¨nnen diese leicht bescha¨digt
werden. Weiterhin ist zu beachten, dass bei einer Biegeverformung die gro¨ßten
Normalspannungen an den a¨ußeren Fasern eines Stabes und damit innerhalb der
piezoelektrischen Schicht auftreten. Dies ist aufgrund der spro¨den Materialeigen-
schaften von piezoelektrischen Keramiken kritisch zu bewerten.
Als Alternative wird in der Arbeit von Sun & Zhang [151] der sogenannte shear
actuation mechanism vorgeschlagen, der in der Literatur zunehmend an Beach-
tung gewinnt, siehe z.B. [3, 12, 19, 91]. In diesem Fall befindet sich das piezo-
elektrische Material innerhalb der Struktur und ist parallel zur Stabachse gepolt,
wie in Abbildung 7.24b dargestellt ist. Ein elektrisches Feldes senkrecht zur Po-
larisationsrichtung verursacht ein Schubverzerrung in der piezoelektrischen Ma-
terialschicht, die eine Verschiebung des Stabes senkrecht zu La¨ngsachse bewirkt.
Die hierbei entstehenden mechanischen Spannungen sind geringer als bei der An-
wendung des extension actuation mechanism, was sich unter Anderem gu¨nstig
auf den Verbund zwischen den Materialschichten auswirkt. Ein weiterer Vorteil
besteht darin, dass die elektromechanische Kopplung u¨ber den hierbei genutzten
a) extension actuation mechanism
~P
~P
~E
~E
b) shear actuation mechanism
~P
~E
Abb. 7.24: Darstellung der beiden unterschiedlichen Aktor-Funktionsweisen [20].
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 15-Materialkoeffizienten bei den meisten piezoelektrischen Werkstoffen gro¨ßer
ist, als der beim extension actuation mechanism beru¨cksichtigte  13-Effekt [59].
7.4.1 Querschubaktor
In diesem ersten Beispiel wird der von Sun & Zhang [151] vorgeschlagene Shear-
Actuator behandelt. In der Literatur sind mehrere Arbeiten zu finden, in denen
dieser Aktor analytisch [3, 176], numerisch [20, 21] oder in modifizierter Form ex-
perimentell [12] untersucht wird. Dadurch stehen mehrere Referenzergebnisse zur
Verfu¨gung, die eine Einordnung der hier gewonnenen Ergebnisse ermo¨glichen.
Die Geometrie des untersuchten Querschubaktors ist in Abbildung 7.25 darge-
stellt. Die beiden a¨ußeren Schichten des Aktors bestehen aus Aluminum mit einem
Elastizita¨tsmodul von E = 70.3 GPa und einer Querdehnzahl ν = 0.345. In der
Mitte befindet sich eine piezoelektrische PZT-5H Schicht, die in ξ1-Richtung ge-
polt ist. Die entsprechenden Materialdaten sind dem Anhang A.6 zu entnehmen.
Als Belastung wird eine Spannung von 20 V in ξ3-Richtung an die piezoelektri-
sche Materialschicht angelegt.
L = 100 mm
b = 30 mm
h1 = 8 mm
h2 = 2 mmξ1
ξ2
ξ3
L b
h1
h2
h1
~P
Abb. 7.25: Geometrie des untersuchten Querschubaktors.
Fu¨r die Finite-Element-Berechnung wird die Struktur mit 20 Stabelementen dis-
kretisiert, siehe Abbildung 7.26. An der Einspannung werden alle mechanischen,
sowie der elektrische Freiheitsgrad c1 gehalten. Die Belastung wird im Rahmen
der Stabformulierung durch ein elektrisches Feld der Gro¨ße 1 · 104 V/m in ξ3-
Richtung realisiert. Hierzu wird fu¨r den Freiheitsgrad c3 der Wert −1 ·104 fu¨r alle
Knoten vorgegeben.
Die Diskretisierung des Querschnitts erfolgt fu¨r jede Schicht mit 12× 6 Elemen-
ten und entspricht somit der Abbildung 5.6 des Beispiels 5.2.2. Die in diesem
Beispiel auftretende, piezoelektrisch induzierte Schubdeformation wird mit der
entsprechenden Wo¨lbfunktion beru¨cksichtigt. Der zugeho¨rige Einheitszustand ist
in Abbildung 5.7 dargestellt.
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c1 = 0 alle Knoten:
c3 = −1× 104
Abb. 7.26: Diskretisierung des Aktors mit 20 Stabelementen. An der Einspannung
sind alle mechanischen Freiheitsgrade gehalten.
Die obere Darstellung in Abbildung 7.27 zeigt den deformierten Aktor in der Sei-
tenansicht. Die Schubverzerrung der piezoelektrischen Schicht fu¨hrt dazu, dass
sich die Querschnittsebenen der einzelnen Schichten gegeneinander verdrehen,
wie deutlich zu erkennen ist. Die Verschiebungen in ξ1-Richtung gehen aus der
unteren Darstellung in Abbildung 7.27 hervor, die gro¨ßten Werte ergeben sich
demnach in den beiden Grenzbereichen zwischen den verschiedenen Material-
schichten. Die Randsto¨rung an der Einspannung kann damit erkla¨rt werden, dass
an dieser Stelle alle mechanischen Freiheitsgrade festgehalten sind, und somit
auch keine Querschnittsverwo¨lbung auftreten kann.
Fu¨r die Anwendung solcher Aktoren stellt die erreichbare Auslenkung senkrecht
zur Stabachse ein wesentliches Kriterium dar. Im Diagramm in Abbildung 7.28
sind daher die Verschiebungen des Aktors in ξ3-Richtung u¨ber die Stabla¨nge auf-
getragen. Im Gegensatz zu biegebeanspruchten Sta¨ben stellt sich hierbei eine
lineare Biegelinie ein, die fu¨r diese Art von Aktoren typisch ist [127].
Der Vergleich der Verschiebungen der Stabformulierung mit der numerischen
Lo¨sung nach Benjeddou et al. [20] bzw. der analytischen Lo¨sung nach Zhang
6.00E-03
4.80E-03
3.60E-03
2.40E-03
1.20E-03
0.00E+00
-1.20E-03
-2.40E-03
-3.60E-03
-4.80E-03
-6.00E-03
u1 [µm]
Abb. 7.27: Darstellung der deformierten Stabstruktur und der Verschiebung in
ξ1-Richtung. Der Skalierungsfaktor der Verwo¨lbung betra¨gt 1 · 105.
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& Sun [176] zeigt eine sehr gute U¨bereinstimmung der Resultate. Dabei erfolgt
in beiden Arbeiten eine Modellierung der einzelnen Materialschichten im Rah-
men einer geschichteten Stabformulierung. Fu¨r die a¨ußeren beiden Schichten wird
hierbei die Stabtheorie nach Bernoulli-Euler zugrunde gelegt, bei der piezoelek-
trischen Schicht werden die Annahmen nach der Timoshenko-Theorie beru¨cksich-
tigt. Bei der in dieser Arbeit entwickelten Stabformulierung ist diese geschichtete
Modellierung nicht erforderlich. Diese wird durch die Einfu¨hrung der Wo¨lbfunk-
tion, die sich durch die piezoelektrisch induzierte Schubdeformation einstellt, be-
reits erfasst.
Wird der Einfluss der Querschnittsverwo¨lbung vernachla¨ssigt (Stab-W0E5), dann
ergeben sich Verschiebungen, die etwa um den Faktor 1.5 zu klein sind, sie-
he Abbildung 7.28 . Daraus wird deutlich, dass eine Stabformulierung nach der
Timoshenko-Theorie, die ein Ebenbleiben des Querschnitts voraussetzt, nicht aus-
reicht, um die piezoelektrische Schubaktivierung hinreichend genau abzubilden.
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Abb. 7.28: Vergleich der Verschiebung u3 mit Ergebnissen aus der Literatur.
Abschließend werden die Ergebnisse der Stabformulierung mit den Resultaten
einer Finite-Element-Berechnung mit einem Acht-Knoten Volumenelement nach
Linnemann &Klinkel [104] verglichen. Bei einer Diskretisierung mit 20×6×12
Elementen pro Materialschicht stimmen die betrachteten Verschiebungen u3 sehr
gut u¨berein, wie auch aus Abbildung 7.28 hervorgeht.
130 7 NUMERISCHE BEISPIELE
7.4.2 Torsionsaktor
Durch die Ausnutzung der piezoelektrisch induzierten Schubverwo¨lbung ist es
mo¨glich, eine Verdrehung des Stabes um seine La¨ngsachse zu erreichen. Diese
Torsionsverformung der Struktur kann in Form eines Torsionsaktors ausgenutzt
werden.
Hierzu wird das in Abbildung 7.29 dargestellte System betrachtet. Der Stab be-
steht aus zwei piezoelektrischen PZT-5H Schichten, die Materialparameter sind
in Anhang A.6 angegeben. Die obere Schicht ist in ξ1-Richtung gepolt, die un-
tere entgegengesetzt in -ξ1-Richtung. Als Belastung wird ein elektrisches Poten-
tial von 1000 V bei ξ2 = −b/2 u¨ber die gesamte Ho¨he des Kragarms angelegt.
Dies entspricht einem elektrischen Feld ~E2 der Gro¨ße −5 · 105 V/m. Aufgrund
der gegebenen Belastung, die senkrecht zur Polarisationsrichtung wirkt, wird in
den beiden Materialschichten eine Schubverzerrung in ξ2-Richtung bzw. in −ξ2-
Richtung induziert, die eine Torsion in dem Kragarm hervorrufen.
Die Modellierung des Systems aus Abbildung 7.29 erfolgt mit 20 Stabelementen.
An der Einspannung sind alle mechanischen, sowie der elektrische Freiheitsgrad
c1 gehalten. Die Belastung wird durch die Vorgabe des Wertes fu¨r c2 = 5 · 105 an
allen Knoten aufgebracht.
Da in diesem Beispiel die Verwo¨lbung des Querschnitts eine wichtige Rolle spielt,
wird der Querschnitt mit 10 × 10 Elementen pro Materialschicht diskretisiert,
siehe Abbildung 7.30. Weiterhin sind in dieser Abbildung die Wo¨lbfunktionen ω¯1
und ω¯4 dargestellt. Dabei wird die A¨hnlichkeit zwischen den beiden Wo¨lbfunk-
tionen deutlich. Aus dem Verlauf der Wo¨lbfunktion ω¯4 la¨sst sich erkennen, dass
die induzierte Schubverzerrung eine gleichma¨ßige Verwo¨lbung in den oberen und
unteren Bereichen des Querschnitts hervorruft. Diese geht im mittleren Bereich
L = 100 mm
b = 2 mm
h1 = 5 mm
h2 = 5 mm
ξ1
ξ2
ξ3
~P
~P
L
b
h1
h2
PZT-5H
Abb. 7.29: Geometrie des Torsionaktors.
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a) Diskretisierung
ξ2
ξ3
b) Wo¨lbfunktion ω¯1 c) Wo¨lbfunktion ω¯4
Abb. 7.30: Diskretisierung des Stabquerschnitts mit 10× 10 Elementen pro Material-
schicht sowie die qualitative Darstellung der Wo¨lbfunktionen ω¯1 und ω¯4.
des Querschnitts verloren, da hier die geometrische Kompatibilita¨t der beiden
Materialschichten erfu¨llt sein muss.
In Abbildung 7.31 ist die aus der numerischen Berechnung folgende, deformierte
Stabstruktur dargestellt. Die Stabverdrehung um die ξ1-Achse ist deutlich erkenn-
bar. In der vergro¨ßerten Darstellung der Kragarmspitze wird die Verwo¨lbung
des Querschnitts ersichtlich. Der Farbverlauf illustriert die Verschiebung in ξ1-
Richtung. Hierbei sind an der Einspannung des Stabes Randsto¨rungen zu be-
merken, die jedoch schnell abklingen, und sich eine gleichma¨ßige Querschnitts-
verwo¨lbung einstellt.
Eine genauere Betrachtung der numerischen Ergebnisse zeigt, dass neben dem
Freiheitsgrad α2 auch der Freiheitsgrad α1 ungleich Null ist. Folglich wird die
piezoelektrisch induzierte Verwo¨lbung α2 ω¯4 durch eine Torsionsverwo¨lbung α1 ω¯1
u¨berlagert, die sich infolge der Verdrehung des Stabes einstellt.
Da dieses Beispiel in der Literatur bisher noch nicht behandelt wurde, erfolgt
die Verifikation der Berechnungsergebnisse durch den Vergleich mit einer Finite-
Element-Berechnung, die mit einem piezoelektrischen Volumenelement nach Lin-
nemann & Klinkel [104] durchgefu¨hrt wurde. Hierzu werden die Verschiebun-
gen des Punktes A, der in Abbildung 7.31 definiert ist, in Richtung der drei
Koordinatenachsen miteinander verglichen. Wa¨hrend diese bei dem Volumen-
element durch die Verschiebung des entsprechenden Knotens direkt angegeben
werden ko¨nnen, ist bei dem Stabelement eine Berechnung nach Gl. (6.3) unter
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Abb. 7.31: Deformierte Struktur und Detailansicht. Die Verschiebungen u2 und u3
sind mit dem Faktor 50 skaliert, die Verschiebung u1 mit dem Faktor 2000.
Beru¨cksichtigung der Verdrehung ϕ1 und den beiden Querschnittsverwo¨lbungen
α1 ω¯1(ξ
A
2 , ξ
A
3 ) und α2 ω¯4(ξ
A
2 , ξ
A
3 ) erforderlich. Die Ergebnisse aus beiden Berech-
nungen sind in der Tabelle 7.4 zusammengefasst. Aus der Stabformulierung resul-
tieren hierbei die folgenden Werte fu¨r die zur Verschiebungsberechnung relevanten
Freiheitsgrade: ϕ1 = 4.3689×10−3 rad, α1 = 4.2117×10−2, α2 = −3.6956×10−4.
Beide Ergebnisse zeigen eine sehr gute U¨bereinstimmung, die maximale Abwei-
chung bezu¨glich der Resultate aus der Berechnung nach [104] tritt bei der Ver-
schiebung u3 auf und betra¨gt etwa 2%. Die Abweichung bei den Verschiebungen
u1 und u2 liegt deutlich darunter. Um in beiden Fa¨llen eine a¨hnliche Diskre-
tisierung zu gewa¨hrleisten, wurde der Kragarm in der Vergleichsberechnung in
20 Volumenelemente in ξ1-Richtung und in jeweils 10 Elemente in ξ2- und ξ3-
Richtung pro Materialschicht unterteilt.
Dieses Beispiel zeigt sehr deutlich die Effizienz der entwickelten Stabformulierung.
Die resultierenden Verschiebungen sind mit Berechnungsergebnissen des dreidi-
mensionalen Volumenelements vergleichbar, obwohl der numerische Aufwand be-
deutend geringer ist.
Verschiebung Stabformulierung Volumenelement [104] Abweichung
[mm] [mm] bzgl. [104] in [%]
u1 −2.029× 10−7 −2.022× 10−7 0.35
u2 −2.184× 10−5 −2.180× 10−5 0.18
u3 4.369× 10−6 4.281× 10−6 2.06
Tab. 7.4: Vergleich der Verschiebungen des Punktes A mit den Koordinaten (100,1,5)
bei einer Diskretisierung des Querschnitts mit 10× 10 Elementen pro Materialschicht.
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Abb. 7.32: Konvergenz der Verdrehung ϕ1 an der Stelle ξ1 =L in Abha¨ngigkeit von
der Diskretisierung n des Querschnitts.
Zum Abschluss dieses Beispiels wird das Konvergenzverhalten der Stabformu-
lierung in Abha¨ngigkeit von der Querschnittsdiskretisierung untersucht. Hierfu¨r
ist in Diagramm 7.32 die Verdrehung ϕ1 des Kragarms an der Stelle ξ1 = L in
Abha¨ngigkeit von der Diskretisierung n des Querschnitts aufgetragen. Der Para-
meter n bezeichnet hierbei die Anzahl der Elemente in ξ2- bzw. ξ3-Richtung pro
Materialschicht. Aus dem Diagramm 7.32 wird die gute Konvergenz des Elements
deutlich. Ab einer Diskretisierung mit 10× 10 Elementen sind keine wesentlichen
A¨nderungen der Verdrehung ϕ1 mehr feststellbar.
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7.5 Piezoelektrischer Schalter
Die Eigenschaften von piezoelektrischen Werkstoffen lassen sich zur Konstruktion
von Schaltelementen ausnutzen. Da die hierbei erreichbaren Deformationen in der
Regel sehr klein sind, werden solche Bauteile unter anderem in mikroelektrome-
chanischen Systemen, sogenannten MEMS eingesetzt [139]. Eine U¨bersicht u¨ber
mo¨gliche Anwendungsgebiete ist bei Bell [17] zu finden, konkrete Anwendungen
sind z.B. bei Gross et al. [61] oder bei Smits et al. [147] erla¨utert.
In diesem Beispiel wird das Ausknicken einer schlanken Stabstruktur zur Model-
lierung eines piezoelektrischen Schalters genutzt. Durch die Verschiebung senk-
recht zur Stabachse werden hierbei die beiden Schaltzusta¨nde an und aus reali-
siert. Ein a¨hnliches Prinzip wird auch in der Arbeit von Debe´da et al. [43] be-
schrieben. Bei dieser Anwendung wird durch die seitliche Auslenkung eines beid-
seitig gehaltenen Stabes eine Blende in einer Glasfaserleitung gesteuert. Durch
die Vorkru¨mmung der Struktur wird hierbei eine Vergro¨ßerung der maximalen
Auslenkung erreicht.
Der Aufbau des hier betrachteten Schalters ist der Abbildung 7.33 zu entneh-
men. Er besteht aus einer Silizium-Tragschicht, auf der eine Lage aus PZT-4-
Material, sowie eine Platin-Elektrode aufgebracht sind. Die Materialparameter
sind in Tabelle 7.5 angegeben. Eine elektrische Spannung wird in ξ3-Richtung
so angelegt, dass sie in der piezoelektrischen Materialschicht eine positive Deh-
Seitenansicht
Pt PZT-4 Si
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Abb. 7.33: Geometrie des untersuchten piezoelektrischen Schalters.
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Materialschicht E-Modul Querdehnung Diskretisierung
[GPa] [-] b× h
Platin, Pt 250 0.25 8× 4
PZT-4 siehe Anhang A.3 8× 10
Silizium, Si 162 0.23 10× 8
Tab. 7.5: Materialparameter und Diskretisierung der jeweiligen Materialschicht.
nung in ξ1-Richtung hervorruft. Da eine entsprechende Verla¨ngerung aufgrund der
Randbedingungen nicht mo¨glich ist, folgt aus der Belastung eine Druckspannung
im piezoelektrischen Material. Durch den geschichteten Aufbau der Struktur ist
bereits eine geringe Exzentrizita¨t der PZT-4-Schicht vorgegeben, so dass neben
der Normalkraft auch ein Biegemoment M2 um die ξ2-Achse auftritt. Die da-
mit einhergehende Verschiebung des Stabes in ξ3-Richtung kann zum O¨ffnen und
Schließen des Schalters benutzt werden.
Die La¨nge L der untersuchten Struktur variiert zwischen 500 und 700 µm, die Ge-
samtho¨he betra¨gt 2.05 µm, die Breite und die Ho¨he der einzelnen Materialschich-
ten sind in Abbildung 7.33 definiert. Die gewa¨hlten Abmessungen liegen damit
in der typischen Gro¨ßenordnung solcher Bauteile, wie sie in der Literatur ange-
geben sind, siehe z.B. [45, 132]. Die Lage der Schwerachse S(s2, s3) innerhalb des
Querschnitts wurde unter Beru¨cksichtigung der unterschiedlichen Elastizita¨tsmo-
dule der einzelnen Materialschichten ermittelt. Sie befindet sich bei s3 = 1.01µm
bezu¨glich der Unterkante der Siliziumschicht.
Da in diesem Beispiel auch die Verteilung der mechanischen Spannungen inner-
halb des Querschnitts von Bedeutung ist, wird dieser entsprechend fein diskreti-
siert, wie aus Abbildung 7.33 und aus Tabelle 7.5 hervorgeht.
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Abb. 7.34: Last-Verschiebungskurve bei unterschiedlichen Stabla¨ngen L.
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Abb. 7.35: Darstellung einer Ha¨lfte des Schalters mit L= 650 µm im Ausgangszustand
und bei einer Belastung mit U = 1.2 V , Verformung 20-fach u¨berho¨ht.
Als Belastung wird eine elektrische Spannung in ξ3-Richtung mit einer Gro¨ße von
0−2 V angelegt. Im Rahmen der Stabformulierung wird diese Belastung durch die
Vorgabe des Freiheitsgrades c3 modelliert, dessen Wert von 0 auf 1.33 · 106 V/m
gesteigert wird.
In Abbildung 7.34 ist die Last-Verschiebungskurve fu¨r unterschiedliche Schal-
terla¨ngen L dargestellt. Zur Bestimmung der Verschiebungen an der Stelle
ξ1 = L/2 wird das System hierbei mit 26 Elementen diskretisiert. Das geome-
trisch nichtlineare Verhalten ist deutlich erkennbar. Aufgrund der exzentrischen
Lage der piezoelektrischen Materialschicht tritt jedoch kein Verzweigungsproblem
auf, sondern es findet ein stetiger U¨bergang in den nachkritischen Bereich statt.
Erwartungsgema¨ß beginnt dieser U¨bergang bei zunehmender Stabla¨nge bei im-
Schnittgro¨ßen
Abb. 7.36: Verlauf der resultierenden Schnittgro¨ßen nach Gl. (6.29) bei einer Stabla¨nge
von L=650 µm und einer Belastung mit U = 1.2 V .
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Abb. 7.37: Verteilung der Normalspannungen S11 und der dielektrischen Verschiebun-
gen ~D3 im Querschnitt bei den Stabkoordinaten ξ1 = 13 µm bzw. ξ1 = 325 µm.
mer kleineren Belastung. Die Darstellung des halben Systems im deformierten
Zustand ist in Abbildung 7.35 illustriert.
Neben dem einfachen Aufbau des Schalters besteht ein weiterer Vorteil darin,
dass nach dem U¨berschreiten der kritischen Last bereits geringe A¨nderungen der
elektrischen Spannung ausreichen, um vergleichsweise große Verschiebungen her-
vorzurufen.
Im weiteren wird der Schalter mit der La¨nge L = 650µm im Detail untersucht.
Die Schnittgro¨ßen, die bei diesem System aus einer elektrischen Spannung von
U = 1.2 V resultieren, sind in Abbildung 7.36 dargestellt. Die extremalen Mo-
mente treten an der Einspannung, sowie in der Feldmitte des Stabes auf.
Die Verteilung der Normalspannungen S11 und der dielektrischen Verschiebungen
~D3 im Querschnitt wird dementsprechend im Gaußpunkt des ersten bzw. des 13.
Stabelements betrachtet. Aus Abbildung 7.37 wird deutlich, dass sich infolge des
geschichteten Aufbaus des Schalters kein linearer Normalspannungsverlauf in ξ3-
Richtung einstellt. Die gegensa¨tzliche Kru¨mmung des Stabes bei ξ1 = 13µm und
ξ1 = 325µm wird ebenfalls aus Abbildung 7.37 ersichtlich, da die Zugfaser ihre
Lage innerhalb Querschnitts entsprechend wechselt.
Weiterhin ist zu u¨berpru¨fen, ob die auftretenden Druckspannungen in der piezo-
elektrischen Materialschicht Werte erreichen, die eine mechanische Depolarisation
hervorrufen ko¨nnen. Im Gegensatz zu dem in Abschnitt 3.3.2 beschriebenen Me-
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chanismus wirkt die Normalspannung S11 in diesem Fall zwar senkrecht zur Po-
larisationsrichtung, nach Cao & Evans [30] bzw. Scha¨ufele [137] sind jedoch
auch hierbei Depolarisationseffekte zu beobachten. Aus Abbildung 7.37 ist zu ent-
nehmen, dass die maximalen Druckspannungen eine Gro¨ße von knapp 10 MPa
erreichen. Die von Scha¨ufele [137] angegeben Grenzbelastung von 50 MPa liegt
deutlich ho¨her, so dass eine mechanische Depolarisation der Keramik nicht zu er-
warten ist.
Beru¨cksichtigung des nichtlinearen Stoffgesetzes
Aufgrund der Orientierung des elektrischen Feldes entgegen der Polarisations-
richtung ko¨nnen bei einer hinreichend großen Belastung des Schalters Doma¨nen-
prozesse einsetzen, die ein materiell nichtlineares Verhalten zur Folge haben. Die
Unterschiede, die sich dadurch im Vergleich zu einer materiell linearen Berech-
nung ergeben, werden in diesem Abschnitt diskutiert.
Das hierfu¨r untersuchte System entspricht dem aus Abbildung 7.33, die La¨nge
des Schalters betra¨gt 650 µm. Die linearen Materialdaten sind in Tabelle 7.5 an-
gegeben, die nichtlinearen Materialeigenschaften werden durch die Parameter aus
Tabelle 7.6 beschrieben. Zu Beginn der numerischen Berechnung ist das piezoelek-
trische Material vollsta¨ndig in ξ3-Richtung gepolt, wobei vorausgesetzt wird, dass
die irreversiblen Verzerrungen aus dem Polungsvorgang gleich Null sind. Damit
wird gewa¨hrleistet, dass die Struktur im Ausgangszustand frei von mechanischen
Spannungen ist.
~Ec Esat ~P sat c fα fβ yα yβ
[V/m] [-] [C/m2] [-] [-] [-] [-] [-]
1.3 · 106 0.002 0.300 50.0 25.0 25.0 0.50 -0.50
Tab. 7.6: Nichtlineare Materialparameter.
Aus der geometrisch und materiell nichtlinearen Berechnung folgt die in Abbil-
dung 7.38 dargestellte Last-Verschiebungskurve, in der die Verschiebungen u3 an
der Stelle ξ1 = L/2 aufgetragen sind. Zum Vergleich sind die entsprechenden
Ergebnisse aus dem vorigen Abschnitt, d.h. bei Beru¨cksichtigung des linearen
Stoffgesetzes, ebenfalls in das Diagramm eingetragen.
Bis zu einer elektrischen Spannung von etwa einem Volt liefern beide numerische
Berechnungen die gleichen Verschiebungen. Bei weiter zunehmender Belastung
treten Doma¨nenprozesse in der piezoelektrischen Materialschicht auf, aus denen
die zunehmende Abweichung zwischen beiden Last-Verschiebungs-Kurven resul-
tiert. Hierbei treten zwei gegensa¨tzlich wirkende Mechanismen auf. Infolge der
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Abb. 7.38: Einfluss des nichtlinearen Stoffgesetzes auf die Last-Verschiebungskurve
fu¨r den Freiheitsgrad u3 an der Stelle ξ1 = L/2.
Depolarisation des piezoelektrischen Materials vermindert sich der elektromecha-
nische Koppeleffekt. Dies hat zur Folge, dass die Verschiebungen bei gleich großer
elektrischen Feldsta¨rke kleiner sind, als bei einer materiell linearen Berechnung.
Die Last-Verschiebungskurve aus der Berechnung mit dem nichtlinearen Stoffge-
setz sollte folglich oberhalb der linearen Referenzkurve verlaufen.
Weiterhin ist der Einfluss der irreversiblen Verzerrungen zu beachten. Unter der
Voraussetzung, dass der Schalter vor der Belastung frei von mechanischen Span-
nungen ist, treten bei der Depolarisation des piezoelektrischen Materials positive,
irreversible Dehnungen in ξ1-Richtung auf. Diese haben zur Folge, dass bereits
eine deutlich kleinere Belastung ausreicht, um die gleiche Verschiebung u3 zu er-
reichen. Aus Abbildung 7.38 wird deutlich, dass dieser Effekt das nichtlineare
Materialverhalten dominiert, da die Last-Verschiebungs-Kurve aus der nichtli-
nearen Berechnung unterhalb der linearen Referenzkurve liegt.
Bei der maximalen elektrischen Spannung von U = 1.35 V ist die irreversible
Polarisation ~P i3 bereits auf einen Wert von 0.29 C/m
2 gesunken und die irrever-
sible Verzerrung Ei11 auf den Wert von 3.2 · 10−5 angewachsen. Dementsprechend
bleibt bei auch vollsta¨ndiger Entlastung des Systems ein Teil der Verschiebungen
in ξ3-Richtung erhalten, wie aus Abbildung 7.38 deutlich hervorgeht.
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7.6 Helical Spring
Ein Nachteil von piezoelektrischen Aktoren besteht darin, dass sich damit nur ge-
ringe Verschiebungen realisieren lassen. Aus diesem Grund existieren unterschied-
liche Konzepte, um eine Vergro¨ßerung der maximalen Verschiebung zu erreichen.
Eine U¨bersicht hierzu ist in der Arbeit von Niezrecki et al. [122] zusammenge-
fasst.
Pearce et al. [126] stellen zu diesem Zweck einen schraubenfo¨rmig gedrehten,
piezoelektrischen Aktor vor, der in Abbildung 7.39 dargestellt ist. Damit lassen
sich sowohl Verschiebungen in La¨ngsrichtung, als auch eine Verdrehung um die
La¨ngsachse des Aktors realisieren. Der Querschnitt besteht in radialer Richtung
aus zwei gleich gepolten, piezoelektrischen Materialschichten, auf die ein elektri-
sches Feld mit entgegengesetzten Vorzeichen aufgebracht wird. Aus den daraus
folgenden, gegensa¨tzlichen Verzerrungen der beiden Materialschichten ergibt sich
die resultierende Deformation des Systems. Das Funktionsprinzip entspricht somit
dem eines parallel geschalteten, piezoelektrischen Bimorphs [127]. Spiralfo¨rmige
Aktoren, die auf der Aktivierung der Schubverformungen basieren, werden bei
Jiao & Zhang [82] behandelt. Mo¨gliche Einsatzbereiche solcher Aktoren sind
z.B. in der Luftfahrt zur Steuerung von Bremsklappen [164] oder in modernen
Lautsprechersystemen [166] zu finden.
Der hier betrachtete Aktor wurde bereits von Pearce et al. [126] analytisch
und experimentell untersucht. Die Geometrie des betrachteten Systems ist in
Abb. 7.39: Typische spiral- und schraubenfo¨rmige Aktoren aus piezoelektrischem Ma-
terial vor (links) und nach der Sinterung (rechts) [126].
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Abb. 7.40: Geometrie des untersuchten Aktors.
Abbildung 7.40 dargestellt. Der piezoelektrische Streifen besitzt eine Breite
b = 0.65 mm, eine Ho¨he h = 3.5 mm sowie eine Gesamtla¨nge von 100 mm.
Er wird zu einer Spirale mit 7.5 Windungen aufgerollt. Da die Ho¨he H der Spi-
rale nicht genau angegeben ist, wird H = 30 mm angenommen. Der Radius r
bezu¨glich der Mittelfla¨che des piezoelektrischen Streifens betra¨gt 2.0 mm. Als
Material wird eine PZT-5H-Keramik verwendet, die in Richtung der lokalen ξ2-
Achse mit negativem Vorzeichen gepolt ist. Die Materialdaten sind in Anhang A.7
angegeben.
Zur Aufbringung des elektrischen Feldes sind an beiden Seiten und in der Mitte
des Querschnitts Elektroden angebracht, wie auch der Abbildung 7.40 zu entneh-
men ist. Die beiden außen liegenden Elektroden sind miteinander verbunden, an
der mittleren Elektrode wird das Potential vorgegeben. Durch diese Anordnung
tritt in den beiden piezoelektrischen Schichten die gleiche Feldsta¨rke auf, jedoch
mit entgegengesetzten Vorzeichen.
Bei der numerischen Modellierung des Aktors ist zu beachten, dass fu¨r ein Sta-
belement nur die Freiheitsgrade c1 bis c5 zur Verfu¨gung stehen, um eine elektrische
Belastung aufzubringen. Zwei unterschiedliche elektrische Belastungen innerhalb
eines Querschnitts ko¨nnen folglich nicht modelliert werden. Diese Einschra¨nkung
la¨sst sich durch die Nutzung der exzentrischen Formulierung des Stabelements
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Abb. 7.41: Beru¨cksichtigung von mehreren elektrischen Belastungen innerhalb des
Querschnitts durch die Kopplung zweier Stabelemente.
umgehen. Zu diesem Zweck wird die Struktur in ξ2-Richtung mit zwei Stabele-
menten modelliert, denen jeweils eine piezoelektrische Schicht zugewiesen wird,
siehe Abbildung 7.41. Die Knoten der beiden Elemente mu¨ssen hierbei die glei-
chen globalen Koordinaten besitzen, was eine exzentrische Anordnung der Quer-
schnitte erfordert. Auf diese Weise kann fu¨r jedes piezoelektrische Material eine
unabha¨ngige elektrische Belastung definiert werden. Um zu gewa¨hrleisten, dass
die Kinematik beider Elemente gleich ist, werden ihre mechanischen Freiheits-
grade in der numerischen Berechnung miteinander gekoppelt. Der Nachteil dieser
Vorgehensweise besteht darin, dass die Verwo¨lbung des Gesamtquerschnitts nicht
erfasst werden kann.
Fu¨r die numerische Berechnung wird zuna¨chst eine Konvergenzuntersuchung zur
Bestimmung der erforderlichen Anzahl an Stabelementen durchgefu¨hrt. Zu die-
sem Zweck wird die Endverschiebung uE3 des Aktors in die globale x3-Richtung,
sowie die Endverdrehung ϕE3 um die Rotationsachse in Anha¨ngigkeit von der
Diskretisierung betrachtet, siehe Abbildung 7.42. Am Knoten K1 sind alle me-
chanischen Freiheitsgrade gehalten. Da eine numerische Voruntersuchung ergeben
hat, dass in diesem Beispiel keine Verwo¨lbungen des Querschnitts auftreten, wer-
den die Wo¨lbfreiheitsgrade α1 bis α3 an allen Knoten gehalten. Der Querschnitt
wird fu¨r jede Materialschicht mit einem Element diskretisiert. Als Belastung wird
ein elektrisches Feld der Gro¨ße ~E2 = 500 V/mm in lokaler ξ2-Richtung des Stabes
vorgegeben.
In Abbildung 7.43 sind die Ergebnisse der Konvergenzuntersuchung dargestellt.
Daraus geht hervor, dass eine Diskretisierung des Aktors mit 225 Stabelementen
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Abb. 7.42: Diskretisierung des Aktors mit 135 Elementen, sowie die Definition der
Endverschiebung uE3 und der Endverdrehung ϕ
E
3 .
hinreichend genaue Ergebnisse liefert. Fu¨r den auskonvergierten Zustand ergibt
sich fu¨r die Endverschiebung ein Wert uE3 = −0.0381 mm, die Endverdrehung
ϕE3 betra¨gt −3.291 Grad. Die deformierte Struktur ist in Abbildung 7.44 darge-
stellt. Es ist deutlich erkennbar, dass die aufgebrachte Belastung eine Verku¨rzung
in Richtung der La¨ngsachse des Aktors, sowie eine Vergro¨ßerung des Radius am
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Abb. 7.43: Untersuchung des Konvergenzverhaltens anhand der Endverschiebung uE3
und der Endverdrehung ϕE3 (Stab-W0E3).
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Abb. 7.44: Darstellung der Verformung (10-fach u¨berho¨ht) des Aktors und Verteilung
des Potentials infolge eines elektrischen Feldes ~E2 der Gro¨ße 500 V/mm.
freien Ende zur Folge hat. Im Anschluss an die Konvergenzuntersuchung werden
die Ergebnisse aus der numerischen Berechnung mit der analytischen Lo¨sung und
den experimentellen Daten aus der Literatur [126] verglichen. Hierzu wird die
Endverdrehung ϕE3 bei verschiedenen großen Belastungen betrachtet.
Die Ergebnisse aus der numerischen Berechnung mit dem Stabelement sind in
Abbildung 7.45 dargestellt und zeigen eine sehr gute U¨bereinstimmung mit der
analytischen Lo¨sung. Aufgrund der regelma¨ßigen Geometrie und der gleichfo¨rmi-
gen Belastung ergibt sich eine lineare Beziehung zwischen dem elektrischen Feld
und der Endverdrehung ϕE3 . Der Einfluss des quadratischen Ansatzes ist in diesem
Beispiel verha¨ltnisma¨ßig klein, nimmt jedoch mit steigendem elektrischen Feld zu.
Aus Abbildung 7.45 ist weiterhin ersichtlich, dass diese Ergebnisse signifikant von
den experimentell ermittelten Daten abweichen. Nach Pearce [126] ko¨nnen die
Versuchswerte mit der Beziehung
ϕE3 = a ~E2 + b ( ~E2)
2 mit
a = 8.23 · 10−3 ◦mm/V
b = 9.83 · 10−6 ◦mm2/V 2
(7.5)
approximiert werden. Hieraus wird deutlich, dass kein linearer Zusammenhang
mehr zwischen der Belastung und der Verdrehung besteht. Ein a¨hnliches Ver-
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Abb. 7.45: Vergleich der Ergebnisse bei Beru¨cksichtigung eines linearen Stoffgesetzes
mit den nach Gl. (7.5) approximierten experimentellen Daten.
halten wird auch von Mohammadi et al. [117] bei der Untersuchung eines spi-
ralfo¨rmigen Aktors aus PZT-5H-Material beobachtet. In diesem Fall tritt eben-
falls eine nichtlineare Last-Verschiebungskurve einschließlich Hysterese-Effekte
auf. Die Autoren fu¨hren dieses Verhalten auf die charakteristischen nichtlinea-
ren Werkstoffeigenschaften von Weich-PZT-Keramiken zuru¨ck, zu denen auch
das hier betrachteten PZT-5H-Material geho¨rt.
Folglich ist nun auch in diesem Beispiel zu pru¨fen, ob materielle Nichtlinearita¨ten
einen entsprechenden Einfluss auf die Last-Verschiebungskurve haben. Zu diesem
Zweck wird das bereits betrachtete System unter Beru¨cksichtigung des nichtli-
nearen Stoffgesetzes untersucht. Die hierbei verwendeten nichtlinearen Material-
parameter sind in Tabelle 7.7 zusammengefasst.
~Ec ~P sat Esat c fα fβ yα yβ
[V/m] [C/m2] [-] [-] [-] [-] [-] [-]
0.65 · 106 0.330 0.00125 16.0756 8.0 8.0 0.50 -0.50
Tab. 7.7: Nichtlineare Materialparameter fu¨r PZT-5H. Die Werte fu¨r ~Ec und ~P sat
entsprechen den Herstellerangaben [23].
Aus Abbildung 7.46 wird deutlich, dass der qualitative Verlauf der Last-
Verschiebungskurve mit dem nichtlinearen Materialmodell gut erfasst werden
kann. Die hierbei auftretenden Abweichungen lassen sich damit erkla¨ren, dass die
vorgeschlagene Verteilungsfunktion µ(α, β) des Preisach-Modells nach Gl. (4.22)
die Hysterese des hier verwendeten Materials nicht exakt wiedergibt. Durch die
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Abb. 7.46: Vergleich der Ergebnisse aus der nichtlinearen numerischen Berechnung
mit den Versuchsdaten von Pearce et al. [126].
Verwendung einer Verteilungsfunktion, die der PZT-5H-Keramik angepasst ist,
sind weitere Verbesserungen der Ergebnisse aus der numerischen Berechnung zu
erwarten.
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7.7 Dynamische Untersuchung eines Halbrings
Zur Untersuchung der dynamischen Eigenschaften der Stabformulierung wird der
in Abbildung 7.47 dargestellte Halbring betrachtet. Hierbei handelt es sich um
ein Beispiel, dass bereits mehrfach in der Literatur mit verschiedenen Schalen-
formulierungen untersucht wurde, siehe hierzu Klinkel & Wagner [90], Sze
et al. [154] und Tzou & Ye [163].
Das System besteht aus einem halbkreisfo¨rmigen Stahlring (E = 68.95 GPa,
ν = 0.3, ρ = 7750 kg/m3) mit einem inneren Radius ri von 318.310 mm. Auf
beiden Seiten des Rings befindet sich jeweils eine piezoelektrische Materialschicht
mit einer Sta¨rke von 0.254 mm, die entsprechenden Materialdaten sind dem An-
hang A.8 zu entnehmen. Der Halbring ist an der Stelle x1 = −ri eingespannt.
Die Systemlinie verla¨uft halbkreisfo¨rmig mit einem Radius von 321.739 mm und
liegt somit im Schwerpunkt des jeweils betrachten Querschnitts.
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u3
ri
b
h
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h
h
P
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S
u3
b = 50.800 mm
h = 6.350 mm
hP = 0.254 mm
ri = 318.310 mm
Abb. 7.47: Geometrie des untersuchten Halbrings.
Zuna¨chst wird eine Eigenwertuntersuchung des Stahlrings ohne Beru¨cksichti-
gung der piezoelektrischen Materialschichten durchgefu¨hrt. Die Eigenwerte fi =
ωi/(2pi) folgen hierbei aus der Lo¨sung des Problems (K − ωiM )ϕ = 0. In der
Tabelle 7.8 sind die entsprechenden Ergebnisse aus der numerischen Berechnung
sowie die Daten aus der Literatur zusammengefasst. Im Rahmen der Stabfor-
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Elementformulierung Diskretisierung Eigenwerte [1/s]
Umfang×Breite×Ho¨he f1 f2 f3
Sze et al. [154] 10× 1× 1 3.6822 5.8278 11.838
20× 2× 1 3.6810 5.8041 11.691
Klinkel & Wagner [90] 10× 1× 1 3.6832 5.8352 11.843
20× 1× 1 3.6727 5.8071 11.660
Stab-W0E0 10× 1× 1 3.7176 10.8065 11.950
20× 1× 1 3.6729 10.6595 11.653
Stab-WQ3E0 10× 20× 10 3.7176 5.3110 11.950
20× 2× 1 3.6728 5.3537 11.651
20× 20× 10 3.6729 5.2319 11.653
Tab. 7.8: Vergleich der Eigenwertanalyse der Stabformulierung mit Ergebnissen aus
der Literatur.
mulierung werden zwei Fa¨lle betrachtet, um auf diese Weise den Einfluss der
Querschnittsverwo¨lbung zu untersuchen.
Im Vergleich zu den Schalenformulierungen werden die Eigenfrequenzen f1 und
f3 bei der Diskretisierung mit zehn Elementen in Umfangsrichtung um etwa ein
Prozent u¨berscha¨tzt. Bei einer Diskretisierung mit 20 Elementen stimmen die
Ergebnisse dagegen sehr gut u¨berein. Die zugeho¨rigen Eigenformen sind in Ab-
bildung 7.48 illustriert.
Auffa¨llig sind sind Abweichungen bei der Eigenfrequenz f2. Ohne Beru¨cksichti-
gung der Querschnittsverwo¨lbung ist der entsprechende Eigenwert erheblich zu
f1 = 3.6729 1/s f2 = 5.2319 1/s f3 = 11.653 1/s
x1
x2
x3
x1
x2 x3
x1
x2
x3
Abb. 7.48: Darstellung der Eigenformen zu den Eigenwerten f1, f2 und f3 bei einer
Diskretisierung mit 20× 20× 10 Elementen (Stab-WQ3E0).
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groß. Durch die Einbeziehung der Querschnittsverwo¨lbung wird die zweite Eigen-
frequenz deutlich besser getroffen. Im Vergleich zu den Referenzlo¨sungen ist sie
jedoch noch immer um etwa acht Prozent zu klein. Dies la¨sst die Vermutung zu,
dass der Eigenwert f2 mit der entwickelten Stabformulierung nur unzureichend
erfasst werden kann. Als Ursache ist hierfu¨r die im Vergleich zu den Schalenfor-
mulierungen vereinfachte Kinematik des Stabelements anzunehmen.
Im Weiteren wird das dynamische Verhalten der Stabformulierung bei großen
Deformationen der Struktur betrachtet. Zu diesem Zweck wird nach [90] ein elek-
trisches Potential der Gro¨ße φ(t) = 450 cos(2pi f t) mit f = 3.9566 1/s an der
a¨ußeren PZT-Schicht vorgegeben. Die dynamische Berechnung erfolgt mit dem
Newmark-Verfahren unter Verwendung der Standard-Parameter β = 0.25 und
γ = 0.50. Die Zeitschrittweite betra¨gt hierbei 1.75 · 10−2 s.
Der Vergleich der Ergebnisse aus der numerischen Berechnung mit den Daten
von Klinkel & Wagner [90] ist in der Abbildung 7.49 dargestellt. Darin ist die
Verschiebung u3 des freien Endes des Halbrings (siehe Abbildung 7.47) u¨ber die
Zeit aufgetragen. Die Ergebnisse zeigen zu Beginn der Berechnung eine sehr gute
U¨bereinstimmung. Die Abweichungen, die sich mit fortlaufender Dauer der Be-
rechnung einstellen, ko¨nnen unter anderem darauf zuru¨ckzufu¨hren sein, dass sich
die in Abbildung 7.49 aufgetragenen Verschiebungen nicht exakt auf den gleichen
0.12
0.08
0.04
0.00
-0.04
-0.08
-0.12
-0.15
-0.10
-0.05
0.00
0.05
0.10
0.15
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
Beam-W0-E5
Klinkel & Wagner [90]
Zeit t [s]
V
er
sc
h
ie
b
u
n
g
u
3
[m
]
u3[m]
Abb. 7.49: Vergleich der Ergebnisse aus der dynamischen Berechnung mit den Resul-
taten von Klinkel & Wagner [90].
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Punkt im Querschnitt beziehen. In der Stabformulierung wird der Schwerpunkt S
betrachtet, wa¨hrend bei [90] die Verschiebung des unteren Eckpunktes dargestellt
ist. Dies kann vor allem bei gro¨ßeren Deformationen zu Abweichungen fu¨hren.
Dieses Beispiel zeigt, dass es mit der entwickelten Stabformulierung mo¨glich ist,
dynamische Probleme mit großen Verschiebungen abzubilden. Die Resultate sind
fu¨r den hier betrachteten Fall mit denen der Schalenformulierung von Klinkel
& Wagner [90] weitgehend vergleichbar.
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8 Zusammenfassung und Ausblick
In der vorliegenden Arbeit wird eine piezoelektrische, dreidimensionale Stab-
formulierung entwickelt, die sowohl geometrische als auch materielle Nicht-
linearita¨ten beinhaltet. Die maßgeblichen Eigenschaften der Finite-Element-
Formulierung lassen sich in drei Punkte zusammenfassen:
• Stabformulierung
Die dreidimensionale, exzentrische Stabformulierung basiert auf den An-
nahmen der Kinematik nach Timoshenko, die zusa¨tzlich die Verwo¨lbung
des Querschnitts infolge Torsion, Querkraft und piezoelektrischer Schubde-
formation beru¨cksichtigt. Durch die Beschreibung von endlichen Rotationen
des Querschnitts ko¨nnen mit dieser Formulierung Stabilita¨tsprobleme, große
Deformationen sowie Starrko¨rperbewegungen behandelt werden.
Zur Erfassung der elektromechanischen Koppeleffekte werden die neun me-
chanischen Freiheitsgrade um fu¨nf elektrische Freiheitsgrade erweitert. Dies
ermo¨glicht eine hinreichend genaue Beschreibung des elektrischen Potenti-
als sowohl in Richtung der Stabachse als auch in der Querschnittsebene.
Weiterhin lassen sich mit der entwickelten Formulierung die Oberfla¨chen-
ladungen als a¨ußere elektrische Belastung beru¨cksichtigen. Hierzu werden
die auf dem Rand des Stabes wirkenden Gro¨ßen durch eine geeignete Um-
formung auf die Referenzlinie des Stabes projiziert und den elektrischen
Freiheitsgraden der Elementknoten entsprechend zugeordnet.
• Querschnitt
Die Beschreibung des Querschnitts erfolgt mit der Methode der Finiten
Elemente. Mit diesem Verfahren ko¨nnen sowohl eine allgemeine Form so-
wie unterschiedliche Materialien innerhalb des Querschnitts beru¨cksichtigt
werden. Die Beschra¨nkung der piezoelektrischen Materialschicht auf eine
rechteckfo¨rmige Geometrie resultiert ausschließlich aus dem gewa¨hlten An-
satz zur Approximation des elektrischen Potentials.
Aus der zweidimensionalen Finite-Element-Approximation des Querschnitts
lassen sich die jeweiligen Wo¨lbfunktionen bestimmen, die sich infolge der
Belastungen aus Torsion, Querkraft und piezoelektrischer Schubdeforma-
tion ergeben. Die auf diese Weise ermittelten Wo¨lbfunktionen werden an
diskreten Stellen des Querschnitts ausgewertet und durch die numerische
Integration u¨ber die Querschnittsfla¨che in der Stabformulierung beru¨cksich-
tigt.
Ein neuer Aspekt, der im Rahmen dieser Arbeit vorgestellt wird, ist die
Beru¨cksichtigung von piezoelektrisch induzierten Schubverformungen des
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Querschnitts mit Hilfe einer geeigneten Wo¨lbfunktion. Die numerischen Bei-
spiele zeigen, dass mit diesem Verfahren sehr gute Ergebnisse erzielt werden
ko¨nnen. In den betrachteten Fa¨llen sind diese mit den Resultaten aus Be-
rechnungen mit finiten Volumenelementen vergleichbar.
• Materialmodell
Zur Abbildung der materiellen Nichtlinearita¨ten, die in piezoelektrischen
Werkstoffen in Form von ferroelektrischen Hysteresen auftreten, wird das
skalare Preisach-Modell verwendet. Hierbei handelt es sich um ein allgemei-
nes, mathematisches Modell zur Beschreibung von Hysterese-Pha¨nomenen.
Aus der Anwendung auf piezoelektrische Werkstoffe resultiert daraus eine
pha¨nomenologische Beschreibung der ferroelektrischen Hysteresen.
Das skalare Preisach-Modell stellt einen Parameter zur Beschreibung der
nichtlinearen Zustandsgro¨ßen bereit. Durch die Vorgabe der Polarisations-
richtung, die hierbei parallel zum resultierenden elektrischen Feld angenom-
men wird, ergibt sich daraus eine uniaxiale, dreidimensionale Formulierung
des nichtlinearen Materialmodells. Obwohl im Rahmen dieser Arbeit keine
konsistente Linearisierung des Stoffgesetzes vorgenommen wird, zeigt das
Materialmodell sehr gute Konvergenzeigenschaften.
Die durchgefu¨hrten numerischen Tests demonstrieren die Zuverla¨ssigkeit der ent-
wickelten Elementformulierung. Der Vergleich mit analytischen Lo¨sungen bzw.
mit Resultaten die mit anderen Elementformulierungen erzielt wurden, besta¨tigt
die Richtigkeit der gewonnenen Berechnungsergebnisse. Weiterhin wurde deutlich,
dass die Effizienz der Stabformulierung nicht allein auf die numerische Berechnung
des Problems beschra¨nkt ist, sondern auch bei der vorhergehenden Modellierung
und bei der nachfolgenden Auswertung der Ergebnisse zum Tragen kommt.
Im Rahmen weiterer Forschungsarbeiten ist zu untersuchen, ob eine hinreichend
genaue Approximation des elektrischen Feldes auch bei einer beliebigen Geome-
trie der piezoelektrischen Materialschicht erreichbar ist. Damit ließen sich dann
auch solche piezoelektrische Stabstrukturen betrachten, die mit der bisherigen
Formulierung nur unzureichend modelliert werden ko¨nnen, wie z.B. Sta¨be mit
ro¨hrenfo¨rmigen Querschnitten [141].
Weitere Forschungsaktivita¨ten betreffen mo¨gliche Verbesserungen des nichtlinea-
ren Materialmodells. Hierbei ist z.B. zu untersuchen, ob eine Erweiterung des
skalaren Preisach-Modells auf das von Mayergoyz [113] beschriebene Vektor-
Preisach-Modell geeignet ist, um ein dreidimensionales, nichtlineares Materialmo-
dell fu¨r piezoelektrische Werkstoffe zu entwickeln. Damit wa¨re die Erfassung von
Doma¨nenprozessen mo¨glich, die nicht auf eine vorgegebene Richtung beschra¨nkt
sind.
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Weiterhin ist zu untersuchen, ob das Preisach-Modell genutzt werden kann, um
neben den ferroelektrischen auch ferroelastische Hysterese-Effekte zu modellie-
ren. In diesem Zusammenhang ist die Beru¨cksichtigung der fehlenden
”
Eins-zu-
Eins“-Zuordnung zwischen der irreversiblen Polarisation und den irreversiblen
Verzerrungen von zentraler Bedeutung. Als ein mo¨glicher Ansatzpunkt ist hier-
bei die Arbeit von Freeman & Joshi [52] zu nennen. Die Untersuchung von
ferroelastischen Hysterese-Effekten ist z.B. bei Stabstrukturen mit exzentrisch
angeordneten piezoelektrischen Materialschichten von Interesse. Die infolge von
Biegebeanspruchungen auftretenden hohen Normalspannungen an der Randfaser
des Stabes ko¨nnen hierbei zur mechanischen Depolarisation des piezoelektrischen
Materials fu¨hren. Mit einem Materialmodell, das ferroelastische Hysterese-Effekte
abbilden kann, lassen sich solche Vorga¨nge vorhersagen und entsprechend beru¨ck-
sichtigen.
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A Materialdaten
Die Anordnung der Eintra¨ge in den Materialmatrizen entspricht der in Ab-
schnitt 3.4 angegebenen Reihenfolge. Die jeweiligen Matrizen sind in den fol-
genden Einheiten notiert:
 
in [GPa],  in [C/m2] und ² in [C2/Nm2].
A.1 Materialdaten zu Beispiel 5.2.1
Material: Zinkoxid [139]

=

209.7 121.1 105.1 0.0 0.0 0.0
121.1 209.7 105.1 0.0 0.0 0.0
105.1 105.1 210.9 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 44.3 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 42.5 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 42.5

 =

0.00 0.00 −0.573
0.00 0.00 −0.573
0.00 0.00 1.320
0.00 0.00 0.000
0.00 −0.48 0.000
−0.48 0.00 0.000

² =
 8.00 0.00 0.000.00 8.00 0.00
0.00 0.00 9.00
 · 10−11
A.2 Materialdaten zu Beispiel 7.1.1 und 7.1.2
Material: PZT-4, polarisiert in ξ3-Richtung [169], fehlende Eintra¨ge wurden
erga¨nzt und sind durch Unterstreichung markiert.

=

132.0 73.0 71.0 0.0 0.0 0.0
73.0 132.0 71.0 0.0 0.0 0.0
71.0 71.0 115.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 25.6 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 25.6 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 30.6

 =

0.0 0.0 −4.1
0.0 0.0 −4.1
0.0 0.0 12.0
0.0 0.0 0.0
0.0 10.5 0.0
10.5 0.0 0.0

² =
 7.08 0.00 0.000.00 7.08 0.00
0.00 0.00 5.84
 · 10−9
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Material: PZT-4, polarisiert in ξ1-Richtung

=

115.0 71.0 71.0 0.0 0.0 0.0
71.0 132.0 73.0 0.0 0.0 0.0
71.0 73.0 132.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 25.6 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 25.6 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 30.6

 =

12.0 0.0 0.0
−4.1 0.0 0.0
−4.1 0.0 0.0
0.0 10.5 0.0
0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 10.5

² =
 5.84 0.00 0.000.00 7.08 0.00
0.00 0.00 7.08
 · 10−9
A.3 Materialdaten zu Beispiel 7.1.3 und 7.5
Material: PZT-4, polarisiert in ξ3-Richtung

=

138.5 77.4 73.6 0.0 0.0 0.0
77.4 138.5 73.6 0.0 0.0 0.0
73.6 73.6 114.7 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 30.6 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 25.6 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 25.6

 =

0.0 0.0 5.2
0.0 0.0 5.2
0.0 0.0 −15.1
0.0 0.0 0.0
0.0 −12.7 0.0
−12.7 0.0 0.0

² =
 1.31 0.00 0.000.00 1.31 0.00
0.00 0.00 1.15
 · 10−8
A.4 Materialdaten zu Beispiel 7.2.1 und 7.2.2
Material: PZT-Keramik [85], polarisiert in ξ3-Richtung

=

128.4 69.1 69.1 0.0 0.0 0.0
69.1 128.4 69.1 0.0 0.0 0.0
69.1 69.1 128.4 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 29.6 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 29.6 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 29.6

 =

0.00 0.00 −3.46
0.00 0.00 −3.46
0.00 0.00 25.58
0.00 0.00 0.00
0.00 15.41 0.00
15.41 0.00 0.00

² =
 1.50 0.00 0.000.00 1.50 0.00
0.00 0.00 1.50
 · 10−8
A.5 Materialdaten zu Beispiel 7.3 157
A.5 Materialdaten zu Beispiel 7.3
Material: PZT-4 [32], polarisiert in ξ3-Richtung

=

138.5 77.4 73.6 0.0 0.0 0.0
77.4 138.5 73.6 0.0 0.0 0.0
73.6 73.6 114.7 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 30.6 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 25.6 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 25.6

 =

0.0 0.0 −5.2
0.0 0.0 −5.2
0.0 0.0 15.1
0.0 0.0 0.0
0.0 12.7 0.0
12.7 0.0 0.0

² =
 1.31 0.00 0.000.00 1.31 0.00
0.00 0.00 1.15
 · 10−8
Material: Graphit-Epoxy, Orientierung der Fasern in ξ1-Richtung

=

134.86 5.16 5.16 0.00 0.00 0.00
5.16 14.36 7.14 0.00 0.00 0.00
5.16 7.14 14.36 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 5.65 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 3.61 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 5.65

Material: Graphit-Epoxy, Orientierung der Fasern um 20 Grad gedreht

=

108.8 17.2 5.4 −33.7 0.0 0.0
17.2 16.4 6.9 −5.0 0.0 0.0
5.4 6.9 14.4 0.6 0.0 0.0
−33.7 −5.0 0.6 17.7 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 3.8 −0.7
0.0 0.0 0.0 0.0 −0.7 5.4

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A.6 Materialdaten zu Beispiel 5.2.2, 7.4.1 und 7.4.2
Material: PZT-5H [20], polarisiert in ξ1-Richtung

=

126.0 84.1 84.1 0.0 0.0 0.0
84.1 126.0 79.5 0.0 0.0 0.0
84.1 79.5 126.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 23.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 23.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 23.3

 =

23.3 0.0 0.0
−6.5 0.0 0.0
−6.5 0.0 0.0
0.0 17.0 0.0
0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 17.0

² =
 1.30 0.000 0.0000.00 1.503 0.000
0.00 0.000 1.503
 · 10−8
A.7 Materialdaten zu Beispiel 7.6
Material: PZT-5H [23], negativ polarisiert in ξ2-Richtung

=

126.0 79.5 84.1 0.0 0.0 0.0
79.5 126.0 84.1 0.0 0.0 0.0
84.1 84.1 117.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 23.5 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 23.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 23.0

 =

0.0 6.55 0.0
0.0 6.55 0.0
0.0 −23.3 0.0
0.0 0.00 0.0
0.0 0.00 0.0
0.0 0.00 0.0

² =
 2.77 0.00 0.000.00 2.77 0.00
0.00 0.00 3.01
 · 10−8
A.8 Materialdaten zu Beispiel 7.7
PZT-Keramik [153]: ρ = 7750 kg/m3

=

84.81 36.35 36.35 0.00 0.00 0.00
36.35 84.81 36.35 0.00 0.00 0.00
36.35 36.35 84.81 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 24.23 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 24.23 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 24.23

 =

0.0 0.0 21.677
0.0 0.0 21.677
0.0 0.0 12.955
0.0 0.0 0.000
0.0 0.0 0.000
0.0 0.0 0.000

² =
 1.65 0.00 0.000.00 1.65 0.00
0.00 0.00 1.65

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